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1. Mengenlehre


[image: image2.wmf]Í

        Teilmenge von, d.h. A
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B, wenn alle Elemente von A gleichzeitig Element von B sind 

             (A ist auch Teilmenge von B, wenn A=B), unechte Teilmenge
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        echte Teilmenge, d.h. A
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        Vereinigung , d.h. A
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generalisierte Vereinigung:
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         Durchschnitt, d.h. A
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generalisierter Durchschnitt:
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A\B       Alle Elemente von A, die nicht zu B gehören
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    Symmetrische Differenz. Sie ist die Menge aller Elemente, die zu genau einer der beiden Mengen 

              Die zu genau einer der beiden Mengen A und B gehören.


  Andere Schreibweisen:

(A\B)
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         Potenzmenge (Gesamtheit aller Teilmengen)

             z.B.:
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             die Anzahl der Elemente bei der Potenzmenge läßt sich wie folgt ermitteln:
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         Komplement von A (
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             also alle Elemente von M, die nicht in A liegen

1. 2 Wichtige Mengenbeziehungen 
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         d.h. es existieren keine gemeinsamen Elemente, sie sind disjunkt

1.2.1 Teilmengen
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1.2.2 Vereinigungen

Wenn mit 
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 die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge A bezeichnet ist, dann gilt:

Für disjunkte Mengen:                    
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Für nichtdisjunkte Mengen              
[image: image41.wmf]T

S

T

S

T

S

Ç

-

+

=

È


1.2.3 Differenzen

Für disjunkte Mengen gilt:       
[image: image42.wmf]A

\B=A und B\A=B

Für nichtdisjunkte Mengen:      A\B=B\A=
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1.2.4 Symmetrische Differenzen
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1.2.5 Komplement
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     (bezüglich der Grundmenge M)
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     (bezüglich der Grundmenge M)

Geordnetes Paar: (nicht vertauschbar)

d.h.:    (a,b)
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(b,a), falls a
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b

Gleichheit geordneter Paare 

(a,b) und (c,d) heißen gleich, wenn a=c und b=d gilt.

Produktmenge (kartesisches Produkt)

Menge aller geordneten Paare (a,b) mit 
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AxB 
[image: image55.wmf]¹
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Anzahl der Elemente im kartesischen Produkt:


[image: image56.wmf]B

A

AxB

*

=


2. Ungleichungen      

Transitivität:                                  aRb 
[image: image57.wmf]Ù

bRc => aRc

Additive Monotonie                      aRb => a+c R b+c

Multiplikative Monotonie              aRb => a*c R b*c; c > 0

Antisymmetrie                                a 
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 b; b
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a => a=b

3. Betrag

            a für a > 0
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 =    -a für a < 0

            0 für a = 0
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Dreiecksungleichung:     
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4. Summe
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Wichtige Regeln für Summen:   (c= Konstante)
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5. Produkt
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5.1 Regeln für Produkte
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6. Fakultät
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Konventionen:

(1) 0! = 1

(2) 1! = 1

(3) 
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    für n > 0

7. Binomialkoeffizienten
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Wichtige Regel:
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Binomischer Lehrsatz:
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8. Graphentheorie

8.1 Adjazenz

Zwei Knoten x,y sind adjazent, wenn zwischen ihnen ein Bogen b=(x,y) existiert.



8.2 Inzidenz

Der Bogen b=[x,y] ist mit seinen Knoten x,y inzident.

8.3 Teilgraph

Ein Graph G‘(K‘,B‘) heißt Teilgraph des Graphen G=(K,B) ,wenn

K‘
[image: image74.wmf]Ì

K und B‘
[image: image75.wmf]Ì

 B

1*      *2                           Teilgraph:

   *3     *4                         *3     *4

        *5                                 *5

8.3.1 spannender Teilgraph

ein Graph heißt spannender Teilgraph, wenn K‘=K (alle Konten müssen getroffen werden)

1*        *2

  *3        *4

         *5

 8.4 Bipartiter Graph

Graph, dessen Knotenmenge sich in zwei disjunkte Teilmengen zerlegen läßt, in denen jeweils keine adjazenten Knoten vorkommen


*

*

*  

8.5 Knotengrad   

(zu Knoten führende und wegführende Bögen)

*1         *2                  d(1)=2,   d(2)=2,    d(3)=2,   d(4)=1,   d(5)=1, d(6)=0

    *3      *4

*6      *5

In einem schlichten Graphen ist die Summe aller Knotengrade gleich der doppelten Bogenzahl.

Die Anzahl der Knoten mit ungeraden Knotengrad ist in jedem schlichten Graphen gerade.

Schlichter Graph: - ohne Schlingen,  - ohne Richtungen,    - ohne Mehrfachbögen

8.6  Vollständiger Graph

Je zwei verschiedene Knoten sind durch einen Bogen verbunden.

*1     *2    vollständig                    *1      *2    unvollständig

*3                                                    *3                   

d.h. : keine Schlingen erlaubt, kein Knoten darf alleine stehen

Bogenfolge:                        
Folge adjazenter Bögen

Offene Bogenfolge:            
Endknoten 
[image: image76.wmf]¹

 Anfangsknoten (2* selbe Bögen erlaubt)

Geschlossene Bogenfolge:  
Endknoten = Anfangsknoten (2* selbe Bögen erlaubt)

Bogenzug:                           
Bogenfolge mit paarweise verschiedenen Bögen 

                                           
(keine doppelten Bögen)

offener Bogenzug:              
offene Bogenfolge ohne doppelte Bögen

geschlossener Bogenzug:   
 geschlossene Bogenfolge ohne doppelte Bögen

offener Weg:                       
offener Bogenzug mit verschiedenen Knoten

                                            
(keine doppelten Bögen und Knoten)

Kreis, Zyklus:                     
Bogenzug mit Endknoten = Anfangsknoten, aber

                                            
Ansonsten verschiedene Knoten

                                           
(keine doppelten Bögen und Knoten, außer Ek = Ak)

Azyklischer Graph:            
Graph ohne Kreise (Zyklen)

Erreichbarkeit:                    Ein Knoten y ist erreichbar, von einem Knoten x, wenn es einen

                                            Weg von x nach y gibt.

Länge einer Bogenfolge:    Anzahl der Bögen in der Bogenfolge

Abstand:                             kürzester Weg, falls einer existiert, wenn nicht d(x,y)=
[image: image77.wmf]¥


8.7 Zusammenhängender Graph:

Ein Graph G heißt zusammenhängend, wenn je zwei seiner Knoten durch einen Weg verbunden sind.

*1      *2

      *3       *4

8.8 Artikulation (cut point)

Ein Knoten x im Graphen G heißt Artikulation, wenn der Schnitt G-x mehr Komponenten als G besitzt:

*1           *2

      *3                cut point

*4           *5

Block:





Baum:

Artikulationsfreie, zusammenhängende        Azykl. Zusammenhängende Graphen
1                2






*1








      *2                 *3

3 4


9. Eigenschaften von Relationen

Eine Relation R zwischen den Mengen A und B ist eine Teilmenge des kartesischen Produktes AxB.

R={(x,y):x
[image: image78.wmf]Î

A, y
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B, x R y}

x
[image: image80.wmf]Î

A  => Quellmenge

y
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B  => Zielmenge

9.1 inverse Relation
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(umdrehen der Tupel)

9.2 Komposition
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Bsp:  
[image: image84.wmf]1
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9.3 Identität

I heißt Identität in M, wenn


[image: image92.wmf])
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Bsp:          I             R

           A          A             A           I=(a,a),(b,b),(c,c)

           B           B             B          R=(a,b),(b,c)

           C           C             C          I
[image: image93.wmf]o

R=(a,b)(b,c)=R

d.h. bezüglich I steht jedes Element zu sich selbst in Relation I={(x,x): x
[image: image94.wmf]Î

M}

(nur Schlingen, keine Doppelpfeile)

9.4 Reflexsivität

Identität, (nur Schlingen) + weitere Beziehungen erlaubt


[image: image95.wmf]R
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9.5 Irreflexivität

a.) ist 
[image: image96.wmf]R

reflexsiv, ist R irreflexsiv

b.) d.h. Die Relation R besitzt kein Element, das mit sich selbst in Relation steht

(keine Schlingen erlaubt)

Vorgehensweise:

· ist die Relation identisch?

· wenn nicht, ist sie reflexsiv?  (identität + andere Beziehnungen)

· wenn nicht, existieren Schlingen, 

wenn ja:       => weder reflexsiv noch irreflexsiv

wenn nein:   => irreflexsiv

9.6 Symmetrie

Wenn 
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(Nur Doppelpfeile oder / und Schlingen)

A        A

B        B

9.7 Assymetrie

Wenn gilt 
[image: image98.wmf]R
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Bsp: R={(a,b);(c,d)}

(Keine Schlingen, keine Doppelpfeile)

9.8 Antisymmetrie / Identitivität

Wenn gilt: 
[image: image99.wmf]R
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(d.h. keine Doppelpfeile, aber Schlingen erlaubt)

9.9 Transitivität

Wenn gilt: 
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Bsp: R={(a,b),(b,c);(a,c)

9.10 Linkseindeutig

Eine Relation 
[image: image101.wmf]AxB

R

Ì

heißt linkseindeutig, wenn es in R kein Paar mit gleicher zweiter, aber verschiedener erster Koordinate gibt:

Bei Linkseindeutigkeit mündet in jedem Punkt des Relationsgraphen höchstens 1 Pfeil.

In der Relationstabelle müssen alle Elemente des Nachbereichs (y- Spalte) paarweise verschieden sein. (Bsp. auf folgender Seite)

Bsp. zu Linkseindeutigkeit:

A       1

B        2

C       3

9.11 Rechtseindeutigkeit

Eine Relation 
[image: image102.wmf]AxB

R
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 heißt rechtseindeutig, wenn sie keine zwei Paare mit gleicher erster, aber verschiedener zweiter Koordinate enthält

Im Relationsgraph geht von jedem Punkt 
[image: image103.wmf]A

x

Î

 höchstens ein Pfeils aus.

Bei tabellarischer Darstellung tritt jedes x im Vorbereich genau einmal auf.

Bsp:

A            1

B             2

C             3

Wichtig:

Eine Relation heißt eindeutig, wenn sie rechtseindeutig und linkseindeutig ist.

9.12 Äquivalenzrelationen

Eine Relation, heißt Äquivalenzrelation, wenn sie

· reflexsiv

· symmetrisch

· transitiv ist

9.13 Äquivalenzklassen

Die Menge aller zu einem Element 
[image: image104.wmf]M
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äquivalenten Elemente
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bilden eine Äquvalenzklasse mit a als Repräsentanten

Bsp: M={1,3,4,5,7,8,9}

        R={(1,8),(3,7),(4,4),(9,8),(7,3),(5,5),(9,1),(8,9),(8,1),(1,9),(3,3),(8,8),

               (7,7),(1,1),(9,9)}

[1]={8,9,1}

[2]={3,7}

[3]={4}

[4]={5}

9.14 Halb- Ordnung

Wenn gilt:    R ist reflexiv

                     R ist antisymmetrisch

                     R ist transitiv

9.15 Ordnung (strikte Ordnung)

Wenn gilt:    R ist asymmetrisch

                     R ist transitiv

9.16 Checkliste für Relationen

Inverse Relationen  
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         (vertauschen der Tupel)

Identität                  
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:

)

,

{(

M

x

x

x

I

Î

=

                     (ausschließlich Schlingen erlaubt)

Reflexsiv                 Für alle x gilt 
[image: image108.wmf]R
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 (ausschließlich Schlingen + evtl.     

                                Bsp: R={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b)}   zusätzliche andere)

Irreflexsiv                Für alle x gilt (x,x)
[image: image109.wmf]Ï

R               (keine Schlingen)

                                 Bsp.: R={(a,b),(c,f),(b,c)}           ist 
[image: image110.wmf]1
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reflexsiv, ist R irreflexsiv

Symmetrie               Wenn (x,y)
[image: image111.wmf]Î

R => (y,x)
[image: image112.wmf]Î

R       (ausschließlich Doppelpfeile oder 

                  



                          Schlingen)

Asymmetrie             Wenn gilt (x,y)
[image: image113.wmf]Î

R 
[image: image114.wmf]R
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(keine Schlingen, keine Doppelpfeile)

                                 Bsp.: R={(a,b),(c,d)}

Antisymmetrie         wenn gilt 
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Transitiv                   wenn gilt 
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          Bsp.: R={(a,b),(b,c),(a,c)}

Äquivalenzrelation   wenn gilt:     - R ist reflexsiv





        -R ist symmetrisch





        -R ist transitiv

Äquivalenzklasse     
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Halbordnung             wenn gilt:      - R ist reflexsiv

                                                        - R ist antisymmetrisch

                                                        - R ist transitiv

Ordnung (strikte)      wenn gilt:       -R ist asymmetrisch

                                                         -R ist tranitiv

9.17 Eigenschaften von Äquivalenzrelationen

Restklassen, Kongruenzen, Modulo

Sie erfüllt die Eigenaschaften einer Äquivalenzrelation, denn sie ist

· Reflexsiv

· Symmetrisch

· Transitiv

z.B Kongruenz in 
[image: image119.wmf]0
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R[1]={1,4,7,10,13,..}={x:x=3
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Usw.

Eigenschaften einer Zerlegung

-keine Klasse ist leer

-alle Klassen sind paarweise disjunkt

-die generalsisierte Vereinigung ergibt 
[image: image122.wmf]0
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Vergleichbarkeit

Bezüglich einer Halbordnungsrelation sind zwei Elemente vergleichbar, wenn entweder 
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, oder 
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Somit ist jedes Element in M bezüglich einer Halbordnung R mit sich selbst vergleichbar.

(wegen reflexsivität, nur Schlingen)

· Zwei beliebige Elemente sind im allgemeinen nicht vergleichbar bezüglich einer Halbordnung oder einer Ordnung.

Vorbereich

Ist eine Relation mit 
[image: image125.wmf]AxB
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gegeben, so nennt man alle Elemente für 
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den Vorbereich

(der Vorbereich ist die Menge der ersten Koordinaten)
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Nachbereich

Ist eine Relation mit 
[image: image128.wmf]AxB
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gegeben, so nennt man alle Elemente für 
[image: image129.wmf]B

x

Î

den Nachbereich

(der Nachbereich ist die Menge der zweiten Koordinaten)
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Man nennt R linkstotal, wenn  V(R)=A.

Man nennt R rechtstotal, wenn N(R)=B

Linkseindeutig
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Bei Linkseindeutigkeit mündet in jedem Punkt des Relationsgraphen höchstens ein Pfeil, d.h. Nachbereich muß paarweise verschieden sein.

Rechtseindeutig
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Bei rechtseindeutigkeit geht von jedem Punkt 
[image: image133.wmf]A
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höchstens ein Pfeil aus, d.h. Vorbereich muß paarweise verschieden sein.
Wichtig: Eine Relation heißt eindeutig, wenn R rechtseindeutig und linkseindeutig ist.

10. Abbildungen

Eine Abbildung von der Menge A in die Menge B ist eine rechtseindeutige Relation R, zwischen A und B mit V(R)=A  (Deckung im Vorbereich, linkstotal)
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also:    Abbildung, wenn Relation:   - rechtseindeutig und linkstotal

10.1 surjektive Abbildungen

Wird jedes Element aus B ein Element aus A zugeordnet, so heißt F eine Abbildung von A auf B und man nennt diese Abbildung surjektiv (rechtstotal)


[image: image135.wmf]B
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, surjektiv, wenn N(R)=B

d.h. surjektiv, wenn:

· rechtseindeuig,

· linkstotal,

· und rechtstotal

10.2 injektive Abbildungen

Ist eine Abbildung f festlegende Relation R linkseindeutig, so heißt die Abbildung f injektiv (eineindeutig)
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d.h. injektiv, wenn

-rechtseindeutig, 

-linkstotal,

-linkseindeutig

10.3 bijektive Abbildungen

Eine Abbildung 
[image: image137.wmf]B
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heißt bijektiv, wenn sie surjektiv und injektiv ist.:

Also: 

· rechtstotal

· rechtseindeutig

· linkstotal

· linkseindeutig

10.4  inverse Abbildung

Für eine bijektive Abbildung 
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10.5 Urbild

Definition:

Das Urbild 
[image: image141.wmf])
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Im Relationsgraphen erkennt mann das Urbild 
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als Menge aller Punkte von A, von dennen Pfeile zu Punkten von T führen, wobei das Urbild aber auch leer sein kann.

10.6 Verknüpfungen von Abbildungen

Komposition

Die Komposition 
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Satz: Die Verkettung von Abbildungen ist assoziativ aber nicht kommutativ.

10.7 Identische Abbildungen
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Theorem: Ist die Abbildung 
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bijektiv und 
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Gibt es umgekehrt zu f eine Abbildung 
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so ist f bijektiv und es gilt 
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10.8 Verknüpfungen von Abbildungen die Teilmengen von RxR sind

Es seien S und T Teilmengen des R (reele Zahlen) und 
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Weiterhin seien        
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Dann bedeuten die Abbildungen:
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10.9 Checkliste für Abbildungen

Vorbereich

Die Menge 
[image: image169.wmf]R

V

aller 1. Koordinaten („Vorderglieder“)von R heißt Vorbereich der Relation

Nachbereich

Die Menge 
[image: image170.wmf]R

N

aller 2. Koordinaten („Hinterglieder“) von R heißt Nachbereich der Relation

Rechtseindeutig

Eine Relation 
[image: image171.wmf]AxB

R

Ì

heißt rechtseindeutig, wenn sie keine zwei Paare mit gleicher 1. , aber verschiedener zweiter Koordinate enthält.

Im Relationsgraph geht von jedem Punkt 
[image: image172.wmf]A

x

Î

höchstens ein Pfeil aus.

D.h. von jedem Element x aus dem Vorbereich geht höchstens nur ein Pfeil aus.

Linkseindeutigkeit

Eine Relation 
[image: image173.wmf]AxB

R
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 heißt linkseindeutig, wenn es in R kein Paar mit gleicher zweiter, aber verschiedener erster Koordinate gibt.

Im Relationsgraph mündet in jedem Punkt höchsten ein Pfeil.

D.H. in jedes Element von y aus dem Nachbereich mündet höchstens ein Pfeil.

Man nennt R linkstotal, wenn  V(R)=A. (Deckung im Vorbereich)

Man nennt R rechtstotal, wenn N(R)=B (Deckung im Nachbereich)

Abbildung

Eine Relation 
[image: image174.wmf]AxB
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heißt Abbildung, wenn sie

· rechtseindeutig und

· linkstotal ist.

surjektive Abbildungen

Wird jedes Element aus B ein Element aus A zugeordnet, so heißt F eine Abbildung von A auf B und man nennt diese Abbildung surjektiv (rechtstotal)


[image: image175.wmf]B
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, surjektiv, wenn N(R)=B

d.h. surjektiv, wenn:

· rechtseindeuig,

· linkstotal,

· und rechtstotal

injektive Abbildungen

Ist eine Abbildung f festlegende Relation R linkseindeutig, so heißt die Abbildung f injektiv (eineindeutig)


[image: image176.wmf]2
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d.h. injektiv, wenn

-rechtseindeutig, 

-linkstotal,

-linkseindeutig

bijektive Abbildungen

Eine Abbildung 
[image: image177.wmf]B
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heißt bijektiv, wenn sie surjektiv und injektiv ist.:

Also: 

· rechtstotal

· rechtseindeutig

· linkstotal

· linkseindeutig

inverse Abbildung

Für eine bijektive Abbildung 
[image: image178.wmf]B
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ist die inverse Abbildung 
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definiert durch:
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11. Funktionen Reihen Folgen

Eine Funktion ist eine Abbildung, bei der jedem Element x aus einer Menge D durch eine Zuordnungsvorschrift f eindeutig ein Element aus einer Menge W zugeordnet wird.

Formal:
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D= Definitionsbereich

W=Wertebereich

11.1 Gerade Funktion

Genügt f(x) der Gleichung:

F(x)=f(-x) heißt f eine gerade Funktion

Beispiel:


[image: image182.wmf]f
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Durch einsetzen von z.B. x=1 und x=-1 muß der selbe Wert herauskommen.

achsensymmetrisch

11.2 Ungerade Funktion

Genügt f(x) der Gleichung:

-f(x)=f(-x) heißt f eine ungerade Funktion

Beispiel:


[image: image183.wmf]f
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Durch einsetzen von z.B.: x=1 und x=-1 kommt der selbe Wert mit veränderten Vorzeichen heraus.

Punktsymmetrisch

11.3 Umkehrfunktion
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x und y vertauschen und nach y auflösen.

WICHTIG: Umkehrfunktion von e => ln und umgekehrt

11.4 Ganzrationale Funktionen (Polynome)
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11.5 Gebrochen rationale Funktionen

Quotienten von Polynomen
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                 N<M => echt gebrochen rational

Nullstellen des Nennerpolynoms = Polstellen

11.6 Zahlenfolgen und Reihen

Zahlenfolgen: reele Funktionen

1.) unabhängige Darstellung

      
[image: image188.wmf]a
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2.) rekursive Darstellung
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11.7 Monotonie

Monoton wachsend, wenn 
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Monoton fallend, wenn 
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11.8 Beschränktheit
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[image: image196.wmf]a
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, nennt man obere Schranke,
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11.9 Arithmetische Zahlenfolge

Zahlenfolge mit konstanter Differenzenfolge

Direkte oder explizite Darstellung
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rekursive Darstellung
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Beispiel:

Jedes Element der Zahlenfolge ist das arithmetische Mittel seiner Nachbarglieder
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11.10 Geometrische Zahlenfolge

Zahlenfolge mit konstanter Quotientenfolge
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unabhängig:  
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z.B.: geometrisches Mittel
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12 Grenzwert von Zahlenfolgen

12.1 Konvergenz

Eine Zahlenfolge 
[image: image208.wmf]{
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wenn für jedes 
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 EMBED Equation.2  [image: image214.wmf]e

 gilt.

Besitzt die Zahlenfolge einen Grenzwert, so nennt man sie konvergent

Für n gegen
[image: image215.wmf]¥

konvertiert die Folge gegen den Grenzwert g.

12.1.1  Konvergenzkriterien

1.Jede beschränkte und monotone Zahlenfolge ist konvergent

Monoton wachsend und obere Schranke -> konvergent

Monoton fallend und untere Schranke -> konvergent

2. Die Zahlenfolge 
[image: image216.wmf]{
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[image: image217.wmf]ist konvergent genau dann wenn 

für alle 
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 EMBED Equation.2  [image: image220.wmf]<
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für alle i,j 
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Der Abstand zweier beliebiger Glieder 
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 und 
[image: image223.wmf]a
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Wird beliebig klein , wenn nur i,j genügend groß sind

12.2 Divergenz

1,2,3,2,4,3,5,4,6,5,7,6,8,7     bestimmt divergent 

1,0,2,0,3,0,4,0,5                    unbestimmt divergent

Bestimmt divergent: Es existiert nach einer bestimmten Zahl zum Beispiel 5 keine weitere Zahl mehr, die kleiner oder gleich 5 ist.

Unbestimmt divergent: Gegenteil von bestimmt divergent

Eine Zahlenfolge heißt divergent, wenn sie ins Unendliche geht

Allgemeine Beispiele:

1. 
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    ist bestimmt divergent gegen +
[image: image225.wmf]¥


2. 
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3. 
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    ist unbestimmt divergent

13. Reihen(bestimmte Folgen)

Es sei 
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eine beliebige Zahlenfolge.

Dann heißt die Folge der Partialsummen 
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Damit sind Reihen also wieder Zahlenfolgen

Beispiel: 
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 Partialsummen: 
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Reihe: Sn:{1,5,14,30,55,....}  Reihe der Quadratzahlen

14 Kriterien zur Bestimmung der Konvergenz/Divergenz

14.1 Quotientenkriterium

Konvergenz:   Existiert ein q < 1 mit 
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 für alle k 
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 N, dann konvergiert die Reihe

Divergenz: Existiert ein q
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 N, dann divergiert die Reihe

14.2 Wurzelkriterium
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          (Konvergenz)

Für q > 1 divergiert die Reihe, für q = 1 versagt das Kriterium, d.h. eine Entscheidung über Konvergenz oder Divergenz ist anhand dieses Kriteriums nicht möglich

15. Algebraische Strukturen, Gruppe, Ring, Körper
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 heißt innere Verknüpfung auf A

  B=C             
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[image: image245.wmf]j

 heißt äußere Verknüpfung erster Art

  A=B             
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[image: image247.wmf]j

 heißt äußere Verknüpfung zweiter Art.

Beispiel:

Sei G Menge der geraden, U die Menge der ungeraden Zahlen, 
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Damit ist mit der Addition als Verknüpfungsvorschrift:

1.) innere Verknüpfung auf G, (G,+)

2.) äußere Verknüpfung 1. Art {G,U}

3.) äußere Verknüpfung 2. Art {G,U}
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15.1 Algebraische Struktur

Es sei M eine beliebige Menge und * eine Verknüpfung von Elementen aus M derart, daß für alle a,b aus M ein c aus M existiert, mit a*b=c.

M heißt dann abgeschlossen bezüglich *, und man bezeichnet (M,*) als eine algebraische Struktur. (z.B. N+, da jedes c wieder aus N sein muß)

15.2 Verknüpfungen

Eine zweistellige algebraische Verknüpfung in einer Menge M ist ein Abbildung 
[image: image250.wmf]j



 EMBED Equation.2  [image: image251.wmf]mit
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 das Resultat der Verknüpfung von x und y aus M.

15.2.1 Eigenschaften von Verknüpfungen

15.2.1.1 Kommutativität

(wenn ein vertauschen der Operanden auf das gleiche Bildelement führt):
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15.2.1.2 Assoziativität

Wenn durch weglassen oder einsetzen von Klammern das gleiche Bildelement herrauskommt.
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z.B. nicht bei Subtraktion als Verknüpfungsvorschrift.

15.2.1.3 Neutralelement

Bei Verknüpfung eines Elementes mit dem Neutralelement kommt wieder das Element heraus
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15.3 auflösbare Verknüpfung

wenn es zu jedem Element a der Menge wenigstens ein x und x‘ gibt, die bei der Verknüpfung mit a von rechts, bzw. von links, ein vorgegebenes Element b als Bildelement liefert.
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Man sagt dann auch, die Gleichungen a*x=b und x‘*a=b seien auflösbar in M. Gibt es genau ein Paar (x,x‘), so spricht man von eindeutiger Auflösbarkeit in der Menge M.

Bei vorhandenem Neutralelement 
[image: image258.wmf]e

heißt die 

Lösung von  a*x=
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     rechtsinverses zu a

Lösung von  x‘*a=
[image: image260.wmf]e

   linksinverses zu a

Ist für jedes a ein rechtsinverses und linksinverses vorhanden und sind beide identisch, so sagt man, das jedes a aus M besitze ein inverses Element, 
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15.4 Idempotent

Wenn jedes Paar gleicher Elemente sich selbst als Bildelement hat.

Für alle a aus M gilt:
[image: image262.wmf]j
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 (arithmetisches, geometrisches Mittel)

15.5 Halbgruppe

Eine Menge M mit einer assoziativen Verknüpfung * in M nennt man eine Halbgruppe H und schreibt dafür H=(M,*)

Bsp.:    (N,*)

            (R,*)

15.6 Gruppe

Eine Menge M mit einer assoziativen und auflösbaren Verknüpfung * in M nennt man eine Gruppe G und schreibt dafür G=(M,*)

Bsp: (Z,+),   (R/{0},*)

Wichtig: In jeder Gruppe gibt es ein Neutralelement (Einselement)

15.7 Abelsche Gruppe

d.h. sie muß

-assoziativ

-auflösbar

-kommutativ

sein

15.8 Homomorphismus

Es seien 
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zwei Halbgruppen. Eine Abbildung 
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heißt Homomorphismus, wenn für alle x,y  aus M gilt:


[image: image268.wmf]j

j

j

(

)

(

)

*

(

)

x

y

x

y

o

=


z.B. 
[image: image269.wmf]a

a

a

5

3

5

3

*

=

+


15.9 Isomorphismus

Es seien 
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zwei Halbgruppen. Eine Abbildung 
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von 
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heißt Isomorphismus , wenn
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Homomorphismus und bijektiv ist.

	
	P nicht bijektiv
	P bijektiv

	P: A => B
	Homomorphismus 

(im engeren Sinne)
	Isomorphismus



	P:A => A
	Endomorphismus
	Automorphismus


15.10 Ring

Ein Ring 
[image: image276.wmf]R
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ist eine Menge M zusammen mit zwei Verknüpfungen + und 
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, so daß gilt:

(M,+) ist eine Abelsche Gruppe

(M,
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) ist eine Halbgruppe

Es gelten die Distributivgesetze:
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15.11 Körper

Ein Ring (R,+,*) heißt Körper (K,+,*), wenn seine von 0 verschiedenen Elemente bezüglich der Multiplikation (R\{0}, *) eine Abelsche Gruppe bilden.

Siehe Böhme S. 133

16. Matrizen und Determinaten

Index i= Zeile

Index k= Spalte

Formal= 
[image: image280.wmf]a

ik


16.1 Typgleichheit: 

Zwei Matrizen sind typgleich, wenn sie die selben Zeilen / bzw. Spalten aufweisen.

16.2 Nullmatrix: 

Ist 0 das Nullelement von K, so heißt eine Matrix aus lauter Nullen Nullmatrix.

16.3 Einheitsmatrix:

Ist 1 das Einselement von K, so heißt eine quadratische Matrix mit lauter Einsen in der Hauptdiagonalen und sonst Nullen eine Einheitsmatrix E.

16.4 Gleichheit:

Zwei Matrizen heißen gleich, wenn sie vom gleichen Typ sind und in allen positionsgleichen Elementen übereinstimmen, formal:
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16.5 Addition

Zwei typgleiche Matrizen werden addiert, indem man die positionsgleichen Elemente addiert

Wichtig: Die Matrizenaddition ist kommutativ und assoziativ

16.6 Subtraktion

Zwei typgleiche Matrizen werden subtrahiert, indem man die positionsgleichen Elemente subtrahiert.

16.7 Skalarmultiplikation

Eine Matrix wird mit einem Faktor („Skalar“) multipliziert, indem man jedes Element der Matrix mit t multipliziert.

Wichtige Eigenschaften:

1*A=A

(t1+t2)A=t1*a + t2*A

t(A+B)=tA+tB

t1(t2*A)=(t1t2)A=t1*t2*A

16.8 Produkt zweier Matrizen

Als Produkt zweier Matrizen A und B erklären wir die Verknüpfung:
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d.h. die Elemente 
[image: image283.wmf]c
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der Produktmatrix C=AB sind jeweils die skalaren Produkte aus der i-ten Zeile von A mit der k-ten Spalte von B.
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Beachte: Eine Multiplikation ist nur dann möglich, wenn die Spaltenanzahl von A gleich der Zeilenanzahl von B.  

Die Matrizenmultiplikation ist assoziativ, jedoch nicht kommutativ.

Da: A*B =! B*A

Und A*B*C=(A*B)*C

Die Matrizenmuiltiplikation ist beiderseitig distributiv über der Matrizenaddition.

A(B+C)=AB+AC

(A+B)C=AC+BC

Wichtig: Die Einheitsmatrix ist Neutralelement bezüglich der Multiplikation für alle Matrizen 

Einheitsmatrix:
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16.9 Diagonal Matrix
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16.9.1 untere und obere Diagonalmatrix
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16.10 Symmetrische Matrix
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16.11 Transponierte Matrix

Die durch Vertauschen der Zeilen und Spalten von A entstehende Matrix heißt die zu A transponierte Matrix 
[image: image290.wmf]A
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16.12 Quadratische Matritzen
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   A*E=E*A=A

· Einheitsmatrix ist Neutralelement bezüglich *

1) Assoziativ? (A * B) * C = A(B*C)
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 Monoid (Halbgruppe mit Einselement)

16.13 Inverse Matrix

A * B = B * A= E

=>  A = 
[image: image293.wmf]B
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dann ist a regulär, B ist inverse Matrix von A

· reguläre Matritzen bilden bezüglich * eine Gruppe

Wann ist eine Matrix regulär

Ihre Determinante (Zahl die einer Matrix zugeordnet wird) muß =! 0 sein

16.14 Determinanten

Bei quadratischen Matrizen -> Determinanten (Zuordnung)

Einreihig: 
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1.) Zweireihig:  n=2; 
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2.)Dreireihig: n=3; 
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17. Checkliste für Matrizen

Typgleichheit:     Zwei Matrizen weisen die selben Zeilen / Spalten aus

Gleichheit:           selber Typ, selbe Werte, also gleich

Einheitsmatrix:    (Quadratische Matrix), in der Hauptdiagonalen 1 sonst 0.

Operationen:

Addition:  zwei typgleiche Matrizen werden addiert, indem man die POSITIONSGLEICHEN       

                 Werte addiert.

Subtraktion:  s.o.

Skalarmultiplikation: Eine Matrix wird mit einem Faktor („Skalar“) multipliziert, indem JEDES Element der Matrix mit t multipliziert wird.

Matrizenmultiplikation: Beachte: Eine Multiplikation ist nur dann möglich, wenn die Spaltenanzahl von A gleich der Zeilenanzahl von B
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Wichtig: Bei der Multiplikation ist die Einheitsmatrix das Neutralelement

Transponierte Matrix Die durch Vertauschen der Zeilen und Spalten von A entstehende Matrix heißt die zu A transponierte Matrix 
[image: image301.wmf]A

T


Inverse Matrix: WICHTIG: ist die Determinante = 0, so existiert keine inverse Matrix

Det A =  0, nicht regulär

Det A =! 0, regulär
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· bilden der Adjunkten

· streichen der i. Zeile und j. Spalte

· WICHTIG: alternierende Vorzeichen


[image: image303.wmf]a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

usw

11

22

23

32

33

12

21

23

31

33

13

21

22

31

32

21

12

13

32

33

=

+

=

-

=

+

=

-

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.


· Adjunkte in die Matrix eintragen, danach alternierende Vorzeichen beachten

· TRANSPONIERTE bilden
· Mit Determinante |A| (Kehrbruch, d.h. |A|=2 
[image: image304.wmf]Þ
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Allgemein: 
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Wichtig: Bei n- reihigen Matrizen muß in einer Spalte / bzw. Reihe Nullen erzeugt werden, bis auf die 1. (Siehe Lothar S. 176ff)

Rang einer Matrix

Vorgehensweise

Wir beschreiben das Verfahren für den Fall m 
[image: image306.wmf]³

 n. ist jedoch m > n, so ist im folgenden die Zahl m durch die Zahl n zu ersetzen.

· Der Rang r der Matrix A ist höchstens gleich m, d.h. 
[image: image307.wmf]r
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£

. Man berechnet daher zunächst die m-reihigen Unterdeterminanten von A. Gibt es unter Ihnen wenigstens eine von Null verschiedene Determinante, so ist r = m.

· Verschwinden aber sämtliche m- reihigen Unterdeterminanten von A, so ist r höchstens gleich m-1. Es ist dann zu prüfen, ob es wenigstens eine von Null verschiedene (m-1)- reihige Unterdeterminante gibt. Ist dies der Fall, so ist r=m-1. Andernfalls ist r höchstens gleich m-2. Das beschriebene Verfahren wird dann solange fortgesetzt, bis man auf eine von Null verschiedene Unterdeterminante von A stößt. Die Ordnung dieser Determinante ist der gesuchte Rang der Matrix A.

Determinante: 

1.) Zweireihig:  n=2; 
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det A = |A|= 
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2.)Dreireihig: n=3; 
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CRAMERSCHE Regel


[image: image311.wmf]a

x

a

x

b

a

x

a

x

b

11

1

12

2

1

21

1

22

2

2

+

=

+

=

    für 
[image: image312.wmf]a

a

a

a

11

12

21

22

0

¹


Die Variablen lassen sich als Quotienten darstellen
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          Zählerdeterminante

                                                               Koeffizentendeterminante

Wichtig: Die bei den einzelnen Variablen stehenden Werte werden in der Zählerdeterminante durch b1 und b2 ersetzt.

Gilt auch Formal für homogene lineare Systeme, aber auch für n > 2
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