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Braun Christian

Angewandte Wirtschaftsmathematik

Es soll als unterstützende Lektüre angesehen werden und erhebt keinen Anspruch auf Korrektheit oder Vollständigkeit
Literaturempfehlung

Jürgen Tietze „Einführung in die angewandte Wirtschaftsmathematik“

Vieweg- Verlag, ISBN 3-528-64164-9
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Rechenregeln für Wurzeln
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Binomische Formeln

(a+b)
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Definitionsbereich

Bsp.: 
[image: image6.wmf])

(

x

f

 = 
[image: image7.wmf]4

7

3

2

2

5

-

-

x

x

x



[image: image8.wmf])

(

f

D

 = 
[image: image9.wmf]}

2

,

2

/{

-

R


Der Definitionsbereich umfaßt alle Zahlen, die die Funktion annehmen kann. Ausgeschlossen sind die Zahlen, bei denen der Nenner 0 wird.

Stetigkeit
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1.) Funktion muss in 
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(rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert stimmen mit dem Funktionswert überein)

Jedes Polynom ist stetig auf 
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Jede gebrochen rationale Funktion ist stetig auf 
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, mit Ausnahme der Werte, für die der Nenner = 0 wird!
Linksseitiger Grenzwert
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Rechtsseitiger Grenzwert
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Funktionswert:
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Bsp:  
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Rechtsseitiger Grenzwert:
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Linksseitiger Grenzwert:
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Funktionswert:
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Stetigkeitsanalyse

Um eine vorgegebene Funktion in einem Intervall auf ihr Stetigkeitsverhalten zu untersuchen, genügt es, sämtliche Unstetigkeitsstellen zu ermitteln.  Außer an diesen Stellen muß die Funktion definitionsgemäß stetig sein.

Beispiele für „kritische Stellen“:

1.) Stellen in denen f nicht definiert ist:

      a.) weil dort ein Nenner zu Null wird

      b.) weil dort ein Logarithmus zu null gebildet werden müsste
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an den Stellen x=3 und x=-3

2.) Stellen, die Nahtstellen im Definitionsbereich von abschnittsweise definierten 

     Funktionen sind:
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      an den Stellen x=4 und x=6

Nullstellen


[image: image44.wmf]0

)

(

=

x

f

 
[image: image45.wmf]setzen


Lösungswege:

· Bei gebrochen rationalen Funktionen Nullstelle des Zählers suchen.

· Bei quadratischen Funktionen p/q oder abc Formel.

· Bei Polynomen 3. Grades Polynomendivision mit ges. Nullstelle

· Eventuell ein X ausklammern (x=0)

· Bei Polynomen 4. Grades oder höher Substitution

(Wichtig = rücksubstituieren 
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Technik des Differenzierens

· Die konstante Funktion ist überall differenzierbar und es gilt: 
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· Die Potenzfunktion 
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· Die Exponentialfunktion ist überall differenzierbar und es gilt:
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· Die natürliche Logarithmusfunktion 
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ist für x>0 überall differenzierbar
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Ableitungsregeln

Faktorregel:             
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Produktregel:

[image: image56.wmf])

(

x

y

 
[image: image57.wmf]=

 
[image: image58.wmf])

(

)

(

*

x

x

v

u




[image: image59.wmf])

(

'

x

y

 
[image: image60.wmf]=

 
[image: image61.wmf])

(

)

(

)

(

)

(

'

*

'

*

x

x

x

x

u

v

v

u

+


Quotientenregel:
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Kettenregel (innere und äußere Ableitung)
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Ableitungen

	Funktion
	Ableitung
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Besondere Eigenschaften
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Funktionen mit mehreren unabhängigen Variablen

Zeichnen einer 3- dim. Funktion

· X und Y werden jeweils 0 gesetzt

· Die verbleibenden Funktionen werden nun durch einsetzen in das Koordinatensystem eingetrage

Beispiel:
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[image: image149.png]Beispiel zu oben:





Schnitte

1.) parall zur (x,z)- Ebene

Ein Schnitt parallel zur (x,z) Ebene erfolgt durch Konstantsetzen von y:
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Man erhält in diesem Bsp. Eine Schar von Parabeln in der (x,z) Ebene die durch Parallelverschiebung auseinandergehen.

 [image: image151.png]Bsp. Schnitt mit y=2 und z=-x"2
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2.) parall zur (y,z)- Ebene

Analog ergeben sich die ebenen Flächenschnitte parallel zur (y,z)- Ebene indem man 
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erhält. In dem Beispiel wieder eine Parabelschar, nur mit der y- anstatt der x- Achse.

3.) parall zur (x,y)- Ebene (Höhenlinien)

Die Höhenlinien einer Ertragsfunktion von zwei Variablen nennt man Isoquanten. 

d.h. mit konstantem z. (und somit auch mit konstantem Funktionswert)

die Darstellung:
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 (siehe Bsp. Tietze Kap. 3-5)

Ökonomische Anwendungen

Gewinnmaximierung von Mehrproduktunternehmen

Gewinnfunktion
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polypolistischer Anbieter:

Hier sind die Preise für die verschiedenen Absatzgüter fest. (exogen)
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monopolistischer Anbieter:

Hier sind die Preise für die verschiedenen Absatzgüter variabel. Entsprechend ändert sich auch das Konsumverhalten der Käufer.
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Vorgehensweise:

* 
[image: image161.wmf])
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   werten

Besonderheit:

Ist 
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 gegeben, so muß nicht nach pi aufgelöst werden, sondern die Gewinnfunktion wird einfach in Abhängigkeit der pi formuliert:
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Faktoreinsatz in der Produktion

Ein Produkt wird in der Regel durch mehrere Inputs (r) erzeugt. Die Produktion soll bspw. lauten: 
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Polypolistischer Anbieter:

Kostenfunktion: 
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die Erlösfunktion lautet:


[image: image168.wmf])

,...,

(

*

)

,...,

(

(

1

1

n

n

r

r

x

p

r

r

x

E

E

=

=


Die Gewinnfunktion schließlich:
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Mit anderen Worten: Gewinn= Preis des Gutes (VK) – Kosten des Gutes(SKP)

Satz: Im Gewinnmaximum einer polypolistischen Unternehmung werden die Inputs r1, r2,....,rn so eingesetzt, dass der Inputfaktor mit dem Wert seiner Grenzproduktivität entlohnt wird.

Beispiel:

Produktionsfunktion: 
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Der Output kann zu einem Preis von p=2ME abgesetzt werden. Die Faktorpreise (Preise für die einzelnen Elemente des Gutes) seien 
[image: image171.wmf]2
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danach G’ bilden usw.

Monopolistischer Anbieter:

Da produzierte und nachgefragte Gütermenge x und Güterpreis p nun über eine Preis- Absatz- Funktion p=p(x) verknüpft sind, lautet die Gewinnfunktion:
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Beispiel: Kapitel 7-46 Tietze

[image: image174.wmf]


Minimalkosten 

Frage: Welche Faktorkombination muß gewählt werden, um einen vorgegebenen Output zu erzielen

Man erhält durch den Lagrange- Ansatz:
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 was soviel heißt:

k= Faktorpreise

r= Faktoren

Produktionsfunktion= 
[image: image176.wmf])
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Y = vorgegebener Output

Mit anderen Worten, die Hauptbedingung ist die Kostenkombination, die Nebenbedingung die Produktionsfunktion mit vorgegebenem Output.

Beispiel:
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nach Lagrange:
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Nun werden die einzelnen Ableitungen gebildet und die einzelnen Werte ermittelt

Maximaloutput- Kombination

Frage: Welche Faktormengenkombination muß gewählt werden, um bei vorgegebenen Kosten einen maximalen Output zu erzielen?

Man erhält wiederum durch Lagrange:
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k = Faktorpreise

r = Faktoren

Produktionsfunktion = 
[image: image182.wmf])
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C = konstante Kosten

Mit anderen Worten, die Hauptbedingung ist , die Produktionsfunktion, die Nebenbedingung die Kostenfunktion mit vorgegebenem Budget.

Beispiel:
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      Produktionsfunktion

Es steht ein Budget von 284 GE zur Verfügung
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       Nebenbedingung

nach Lagrange:
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Nun werden die einzelnen Ableitungen gebildet und die einzelnen Werte ermittelt

Wichtig: Maximaloutputkombination und Minimalkostenkombination sind äquivalente Fragestellungen.

Die Produktionsmaximierung bei gegebenen Kosten entspricht der Kostenminimierung bei vorgegebener Produktion,

Maximaloutput = Minimalkosten

Ebenfalls wichtig


[image: image188.wmf]l

 gibt an, um wie viel näherungsweise sich die Kostenfunktion ändert, wenn die Produktion um eine Einheit erhöht (verringert) wird.

Also:

Kosten=
[image: image189.wmf]l

 * Stückzahl (geänderte Werte, nicht gesamte )

Oder:

Ändern sich die Faktorgesamtkosten, dann verändert sich der Output um
[image: image190.wmf]l

 Einheiten

Nutzenmaximierung / Haushaltsoptimum

Wie immer das selbe Spiel. Nur mit dem Unterschied, dass hier eine Nutzenfunktion U maximiert werden soll. D.h. z.B. Für den Konsum von Wohnung, Strom, Nahrung usw. hat der Haushalt ein festes Budget zur Verfügung. In welcher Kombination soll ein Haushalt diese Artikel konsumieren, um den größtmöglichen Nutzen daraus zu ziehen.

Also:
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Konsumfunktion : 
[image: image192.wmf])
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C = Budget

X = Konsumgüter

P = Preise der Güter

Vereinfacht: Die Hauptbedingung ist, die Nutzenfunktion zu erhöhen, unter der Nebenbedingung der Kosten.

Beispiel:
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a – d Konsumgüter wie Auto, Strom, Drogen, Alkohol, Zigaretten usw.

C = 2400 GE                                            fest vorgegeben
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Nach Lagrange:
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Nun werden die einzelnen Ableitungen gebildet und die einzelnen Werte ermittelt

Grenznutzen = 
[image: image198.wmf]l


Wichtig:

Ändert sich die Konsumsumme C dann verändert sich der Nutzen um 
[image: image199.wmf]l

 Einheiten.

Plesske S. 23

Bsp.: Nutzenerhöhung: DM 5, errechnetes 
[image: image200.wmf]l

=0.75. Also erhöht sich der Nutzen um:

N=5 * 0.75=3.75

Grenzkostenfunktion: 
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Die 1. Ableitung einer Gesamtkostenfunktion heißt Grenzkostenfunktion. Die Grenzkosten 
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 geben für jeden Output x die Kostenänderung für die letzte bzw. folgende produzierte Outputeinheit an. 

Grenzumsatzfunktion / Grenzerlösfunktion: 
[image: image203.wmf])
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Die 1. Ableitung der Erlösfunktion E=x*p heißt Grenzerlösfunktion. 

Definition K. 6-7 Tietze

Methode der kleinsten Quadrate / Ausgleich und Beschreibung von Gestörten Zusammenhängen

Sie bietet sich an, um bspw. verschiedene Messpaare durch eine möglichst „gute Funktion“ anzunähern. 

Eine derartige REGRESSIONSFUNKTION kann dann verwendet werden, um allgemein den quantitativen Zusammenhang der Merkmale (z.B. Einkommen / Konsum) zu beschreiben.

Mit anderen Worten es wird versucht verschiedene Messpunkte durch eine Funktion zu beschreiben:

Beispiel:








Die Punke sind die Beobachtungswerte, die Gerade die Regressionsfuktion.

Um diese Funktion zu erhalten wird die MKQ angewendet:
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was soviel heißt, wie: Setze den zu erwartenden Regressionstyp (wird noch erläutert) für 
[image: image205.wmf]Ù
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 und subtrahiere y.

Folgende Regressionsfunktionstypen können festgelegt werden:

* Gerade
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* Parabel
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* Potenzfunktion
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* Exponentialfkt.
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* logistische Fkt.
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in der Regel wird aber der lineare Regressionstyp verwendet

Somit ergibt sich durch MKQ: (linearer Regressionstyp)
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Diese Funktion gilt es also zu minimieren.

Ableitungen:
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Durch Umformung erhält man:
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zur a Ableitung (a wird n mal addiert und b wird mit  der Summe von X multipliziert. Regeln siehe K 1-33 Tietze

analog b Ableitung

das Auflösen der beiden Gleichungen nach a und b ergibt:
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Wieder wichtig:

Sind die Messreihen konstant (Bzw. der Abstand der verschiedenen Messungen von xi), ergibt sich folgende Vereinfachung:

Transformationsformel:
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i = Zaehler

n = Werte insgesamt 

Besipiel:

	Zähler i
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N = 3 also ungerader Wert, Transformationsformel:
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ergibt jeweils:

	Zähler i
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Somit ergibt sich eine Summe (x) von 0.

Die durch einen linearen Trend charakterisierte Funktion besitzt bei gleichen Abständen zwischen den Stellen xi ein Minimum im Punkt (a,b) mit:
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Vorgehensweise: 

Anhand einer vorgegebenen Messreihe werden die erforderlichen Werte, wie x^2 oder xy usw ermittelt und in eine Tabelle geschrieben. 

Was die Ermittlung von a und b angeht, so empfiehlt es sich, konstante Abstände in den Messwerten zu beachten, denn dann ist die Spalte x = 0 und es kann die vereinfachte Formel (s.o.) für a bzw. b verwendet werden.

Beispiel:

	Jahr
	i
	
[image: image221.wmf]i

x


	
[image: image222.wmf]2

i

x


	
[image: image223.wmf]i

y


	
[image: image224.wmf]i
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	1980
	1
	-9
	81
	6,6
	-59,4

	1981
	2
	-7
	49
	6,7
	-46,9

	1982
	3
	-5
	25
	6,7
	-33,5

	1983
	4
	-3
	9
	7,3
	-21,9

	1984
	5
	-1
	1
	8,1
	-8,1

	1985
	6
	1
	1
	8,6
	8,6

	1986
	7
	3
	9
	9,1
	27,3

	1987
	8
	5
	25
	9,8
	49,0

	1988
	9
	7
	49
	10,5
	73,5

	1989
	10
	9
	81
	11,4
	102,6

	SUMME
	
	0
	330
	84,4
	91,2


Anendungen: 

Trendanalyse

Ist nun die lineare Funktion ermittelt, können Trendwerte abgegeben werden.

Im Beispiel zu oben: n=10,  also gerade, gleiche Abstände von x, also:
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 o.g. Tabelle ergibt folgende lineare Fkt.:  8.44 + 0.28*x

Jetzt können Trendwerte für die folgenden Jahre abgegeben werden, bspw. für das Jahr 1990: 
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  wobei nur i abgeändert wird, n bleibt gleich. 
Somit ergibt sich, in die Formel eingesetzt:
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Trendabweichung

Beispiel: Um wie viel weicht der Trend von der Kennziffer 1985 ab?

In 1985 ist xi=1, 
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da der tatsächliche Wert y=8.6 ist (siehe obige Tabelle) weicht der Trend um 0.12 ab

Impizite Funktionen (Ableitung)

Eine implizite Funktion liegt vor, wenn sie nicht explizit vorliegt, bzw. explizit aufgelöst werden kann 

Beispiel explizit:  
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Beispiel implizit:  
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Jede explizite Funktion kann als implizite geschrieben werden, aber nicht immer andersrum (obwohl sie existiert).

Eine implizite Funktion liegt vor, wenn sie so aussieht:
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Um nun die implizite Funktion y(x) ableiten zu können, muß wie folgt vorgegangen werden:

 Allgemein: 
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Ableitung impliziter Funktion  y’(x)= 
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Was soviel heißt, wie:  

Die Ableitung y’(x) einer impliziten Funktion wird durch partielle Ableitung der gesamten Funktion nach x / partielle Ableitung der gesamten Funktion nach y erreicht.

Beispiel:
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   weiter Beispiele Tietze 7-19

dieses Ergebnis lässt sich sehr leicht überprüfen, da die angegebene Funktion sehr leicht explizit aufzulösen und abzuleiten ist. Lässt sich die implizite Ableitung nicht vereinfachen, einfach die gebrochen rationale Fkt. Stehen lassen.

Um zu kontrollieren, ob die angegebene Ableitung richtig ist, oder Ableitungswerte zu errechnen, wird wie folgt vorgegangen:

Beispiel:
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    gesucht ist y’(x) bei einer Produktion von 40, also:

normal:
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    Ableitung normal explizit aufgelöst.

Implizite Ableitung nach: 
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, also
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   in o.g. Formel eingesetzt:  
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d.h. 

* o.g. Ableitung bilden

* Ein Ergebniswert muß gegeben sein, in diesem Bsp.=40

* x- Wert frei wählen oder x ist bereits angegeben, muß nur noch y durch 

        einsetzen des x- Wertes in der Stammfunktion errechnet werden)

* zugehörigen y- Wert durch einsetzen in die Stammfunktion errechnen,

* beide Werte in die Ableitungen explizite und implizite einsetzen, muß das selbe 

   Ergebnis bringen,

im Beispiel:
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    x=1 und y=16 in beide Ableitungen:
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      implizite Ableitung = -48
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               explizite Ableitung = -48

Elastizitäten

Einer Veränderlichen:


[image: image243.wmf]Î
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          (Punktelastizität)

Wichtig:

Y(x)                     y= abhängige Variable

                           X= unabhängige Variable

Beispiel:
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so habe ich bspw. an der Stelle x= 10, 
[image: image245.wmf]x
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d.h.:

Interpretation:   Substitutivgüter = ersetzbare Güter

                          Komplementärgüter = verbundene Güter 


[image: image246.wmf]Î

>

y

x

,

0

    steigt x, so steigt auch y (1% erhöht Funktionswert um E%)

               fällt x, so fällt auch y   substitutive Güter
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    steigt x, so fällt y        komplementäre Güter

               fällt x, so steigt y
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  proportionale Veränderung Die Nachfrage ist fließend    (proportional                                               

              elastisch): Eine Preisänderung von 1% bewirk eine NE- Änderung von 1%


[image: image249.wmf]|
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 elastischer Bereich, d.h. NE elastisch, starke Reaktion der Nachfrager 

              auf kleine, relative Preisänderungen 

              Substituierbar, Güter, wie z.B. Genussmittel
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 unelastischer Bereich, d.h. NE unelastisch rel. Geringe Reaktion der

              Nachfrager auf Preisänderungen 

              kaum Substituierbar, Wenig entbehrliche Güter, wie Brot usw.
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 vollkommen unelastisch(starr), d.h. keine Reaktion der Nachfrager auf

              Preisänderungen 

              (nicht substituierbar), wie z.B. lebensnotwendige Medikamenten

Lösungsangabe:

z.B.: Höheres Einkommen führt zu höherem Konsum

        unelastischer Bereich, d.h. unterproportionale Steigung.

        Eine Erhöhung des Einkommens um 1% führt zu einer Steigung der Nachfrage   

        Um ungefähr 0,6%.

Elastizitäten

Mehrerer Veränderlichen 

partielle Elastizität

o.g. Elastizitätsbegriff lässt sich analog auch auf Funktionen mit mehreren Veränderlichen übertragen. Bei diesem Verfahren werden lediglich die Einwirkung der Änderung einer einzigen unabhängigen Variablen x auf das Verhalten von f betrachtet:
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d.h. (analog zu oben). Um die Elastizität einer Veränderlichen x zu bekommen, leite die ursprüngliche Funktion nach der gesuchten Veränderlichen x ab. Diese mit der Veränderlichen multipliziert und durch die eigentliche Funktion geteilt, ergibt die gewünschte Elastizität.

Beispiel:
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   gesucht ist die Elastizität von x, bzw. y also:
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             das ganze in die Formel eingesetzt ergibt:
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So bedeutet dies nach u.g. Satz, dass 

* f um 1.5% abnimmt, wenn x um 1% zunimmt und y unverändert (=2) bleibt

* f um 1,25% zunimmt, wenn y um 1% zunimmt und x unverändert (=4) bleibt.

Aussage: Der ZAHLENWERT der partiellen Elastizität (im Bsp.=1) gibt an, um wie viel Prozent sich der Funktionswert (näherungsweise) ändert, wenn sich die unabhängige Variable x um ein Prozent ändert und alle übrigen Variablen konstant bleiben.   K 7-33 Tietze

Kreuzpreiselastizität

Beispiel:

Nachfragefunktion: 
[image: image256.wmf]2

1

1

3

2

000

.

10

p

p

x

+

-

=

 die Preise liegen bei: p1= 2000 und p2= 2200 

Dann erhält man folgende Kreuzpreiselastizität der Nachfrage x1 bzgl. Des Preises p2:
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  d.h. eine Preiserhöhung p2 um 1% bewirkt eine Nachfragesteigerung des Gutes x1 um 0.52 %

Verschiedene Elastizitätstypen Tietze K6-77

Implizite Elastizität

Sie ist definiert als der negative Quotient der partiellen Elastizitäten:
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  d.h. 2 partielle Elastizitäten bilden und negativen 

Quotienten bilden.      Seite 32 Plesske- Skript

Substitutionselastizität

Sie ist der Quotient der Elastizitäten der DURCHSCHNITTSFUNKTION d(r) und GRENZFUNKTION s’(r).
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siehe Seite 33 ff Plesske- Skript

Homogenität und Skalenerträge

Homogene Funktion
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heißt homogen mit Grad r, wenn für jedes 
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Ist dies erfüllt, ist die Funktion homogen mit Grad r

Bsp:

a.) 
[image: image265.wmf]f
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      Homogen mit 2. Grad

b.)
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    Homogen mit Grad 1

c.) 
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   nicht homogen

Euler- Formel / partielle Grenzfunktion
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Was soviel heißt, wie: Bilde die partiellen Ableitungen der Funktion, multipliziere diese dann jeweils mit der abgeleiteten Variablen, addiere alle Teile, zum Schluß kann der Homogenitätsgrad ausgeklammert werden und es bleibt die ursprüngliche Funktion übrig.

Beispiel:  
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=   
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      also homogen Grad 4

Anwendung / Deutung der Homogenität

Beispiel:
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     d.h. homogen vom Grad 0.8

So lässt sich folgendes sagen:

Vervielfacht man in diesem Beispiel alle Inputmengen um 
[image: image274.wmf]0
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, so erhöht sich der Output um das 
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d.h. verdoppelt man die Inputmenge, dann verändert sich der Output um:
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das 1,7 fache.

Für r > 1 => steigende Skalenerträge

Für r < 1 => fallende Skalenerträge

Für r = 1 => Verhältnis bleibt gleich a(x+y)

                    z.B. wenn a=2 => doppelter Output (bei doppeltem Input)

Cobb-Doublas- Funktionen / Homogenität

Die Summe der Exponenten einer C.D. Funktion ergibt deren Homogenitätsgrad:
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    also homogen vom Grad 0.8 = 
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Homogenität und Elastizität

Der Homogenitätsgrad einer Funktion ist gleich der Summe der partiellen Elastizitäten.

Beispiel:
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  diese Fkt. besitzt den Homogenitätsgrad 1

partielle Elastizitäten:
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Partielle Ableitungen (1. Ordnung)
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z.B.:
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   => bei Produkten y erhalten

Partielle Ableitung (2. Ordnung)
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Bei Produkten eine Variable ableiten, Rest bleibt erhalten

Jede der n partiellen Ableitungen von 
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kann nach n Variablen erneut abgeleitet werden, d.h. es gibt 
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partielle Ableitungen 2. Ordnung

Satz von Schwarz
Sind die partiellen Ableitungen n- ter Ordnung einer 
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 Funktion f allesamt stetige Funktionen, so ist die Reihenfolge der partiellen Differentationen gleichgültig:
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Bestimmung von Extremwerten und Sattelpunkten von z=f(x1,x2)
Ohne Nebenbedingung

1.) Bestimmung der kritischen Punkte

      
[image: image288.wmf]z
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    (dies geschieht durch auflösen nach einer unbekannten und einsetzen in die       andere Ableitung, diese = 0 gesetzt gibt die 1. Werte, in die aufgelöste Gleichung eingesetzt, gibt die 2. Werte, somit haben wir die kritischen Stellen ermittelt. 

Bei mehr als 2 unbekannten, empfiehlt sich evtl. die einzelnen Ableitungen zu dividieren. Siehe Übungsblätter S 50ff.
Gibt es keine Lösung => es gibt keine lokalen Extremwerte

1.) Überprüfen der 2. Ableitung

Regeln:
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, so ist keine Aussage möglich
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, so ist ein Sattelpunkt vorhanden


[image: image291.wmf]f

x

x

f

x

x

f

x

x

'

'

,

*

'

'

,

'

'

,

1

1

2

2

1

2

>

, so ist ein Extremwert vorhanden

Extremwert:
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, so ist ein Maximum vorhanden
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Bsp.:


[image: image294.wmf]z

f

x

x

x

x

x

x

=

=

-

+

-

+

-

-

+

(

,

)

(

)

(

)

*

(

)(

)

1

2

1

4

2

4

1

2

2

2

4

2

2

6


1.) Bestimmung der kritischen Punkte durch Ableitung:      
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d.h. Eine Ableitung nach einer Unbekannten auflösen, und in andere Gleichung einsetzen, also:

ursprüngliche Gleichung:

mit 
[image: image297.wmf]x
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 ergänzt:
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da wir nun ein Gleichung mit einer unbekannten ermittelt haben, muß sie noch vereinfacht werden, um die Nullstellen ermitteln zu können, also: (ausklammern)
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somit ergeben sich für obige Funktion folgende Nullstellen:
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da wir nun die 
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Werte ermittelt haben, können wir durch einsetzen dieser Werte in 

die aufgelöste Funktion: 
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die dazugehörigen 
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 Werte erfahren und erhalten somit folgende kritischen Stellen:

(2,2);   (3,1);   (1,3)
nun wird nach o.g. Formel fortgefahren:
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, also Sattelpunkt
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, also Extremwert und zwar, da:
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(3,1)> 0 ist ein Minimum vorhanden. Das selbe gilt für den Punkt (1,3)

Bestimmung von Extremwerten und Sattelpunkten von z=f(x1,x2)

Mit Nebenbedingungen:

Substitutionsmethode

       Diese Methode bietet sich bei einfach strukturierten Problemen an. Man sollte

       Versuchen mit Hilfe der Nebenbedingungen eine oder mehrere Variablen durch

       die übrigen Variablen auszudrücken (zu substituieren), so dass sich die Anzahl 

       der unabhängigen Variablen in der Zielfunktion entsprechend minimiert.

Vorgehensweise:

· Nebenbedingung g(x)=0 setzen, und dann geeignet auflösen 

· Nebenbedingung in ursprüngliche Funktion einsetzen
· 
[image: image318.wmf]x
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 bilden
· Nullstellen von 
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 suchen, Werte in aufgelöste Nebenbedingung einsetzen, ergeben die einzelnen Punkte
· 
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 bilden und ermittelte Werte einsetzen
· 
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 > 0    => Tiefpunkt
· 
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Beispiel:

Zielfunktion: 
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Nebenbedingung nach y aufgelöst: 
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 diese in die Zielfunktion eingesetzt, ergibt:
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U(x) kann nun in gewöhnlicher Weise z.B. maximiert werden:
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diese Lösung in die NB: 
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Lagrange - Methode
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Vorgehensweise:

1.) Nebenbedingung erstellen

     Nebenbedingung = 0 setzen, ergibt 
[image: image332.wmf]g
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2.) Lagrange Formel erstellen (s.o.)

3.) Nach sämtlichen Variablen auflösen:
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4.) Die Ableitungen nach einer Variablen auflösen und in nächste einsetzen, bis sämtliche Werte errechnet werden können

Wichtig: Bei Extremas muß die Umgebung der einzelnen Werte betrachtet werden, um mit Sicherheit sagen zu können, daß ein Extremwert vorliegt.

d.h. von dem entsprechenden x- Wert wird 1 abgezogen, bzw. dazugezählt und in die Nebenbedingung eingesetzt., somit erhalten wir die anderen x-Werte.

Sind die eingesetzten Werte (in die Zielfunktion) beide größer / kleiner als der ermittelte Wert, ist ein Minimum / Maximum gefunden.

Beispiel zu Lagrange:
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 (Der Gewinn soll maximiert werden)

gegeben sei folgende Nebenbedingung:  
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1.) Nebenbedingung = 0 setzen:
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2.) (nach Lagrange)
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3.) auflösen:
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 eine Formel nach 
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 aufgel., ergibt die Nebenbedingung

4.)
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Cobb- Douglas Funktionen / Charakterisierung

· f ist eine cobb- Douglas Funktion

· f ist partielle homogen in jeder Variablen

· f hat konstante Elastizitäten

· f hat konstante und implizite Elastizitäten und f ist homogen

· f ist homogen und jede Substitutionselastizität ist konstant gleich 1

Bemerkung d) und e) gelten nur für n > 1

Näheres Plesske S. 35

Grandienten 

Gegeben ist die Funktion 
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[image: image343.wmf]
Ist f partiell differenzierbar, dann heißt der Vektor
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 der Grandient von f

Hesse Matrix

Ist f 2- mal partiell differenzierbar, dann heißt die Matrix
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   Hesse Matrix von f

Wichtig: Bei partiell differenzierbaren und stetigen Funktionen ist die Hesse Matrix symmetrisch. d.h.:
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   d.h. sind gleich usw.

Beispiel:
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 Grandient von f
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  Hesse Matrix

Allgemein:

                                 X         Y          Z          Spalte
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Krümmungsverhalten ermitteln, mittels partieller Ableitungen

1  Ermittlung der Ableitungen:

Das Vorzeichen der 1. und 2. partiellen Ableitung einer Funktion charakterisiert die partiellen Monotonie und Krümmungseigenschaften der zugrundeliegenden Funktion.

Ist die Funktion 
[image: image352.wmf])
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 in einem Intervall 
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 definiert und dort 2 mal stetig differenzierbar. Wenn dann in I gilt:

-  
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 so ist f bezüglich x monoton steigend 
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2  Hesse Matrix
         Nachdem das Krümmungsverhalten der einzelnen Ableitungen definiert wurde,           

         kann anhand der Hessematrix das Krümmungsverhalten der Funktion:
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 angegeben werden:

· f ist konvex, wenn die Hesse Matrix für alle 
[image: image359.wmf]D
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 positiv semidefinit ist

· f ist konkav, wenn die Hesse Matrix für alle 
[image: image360.wmf]D
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 negativ semidefinit ist

· positiv semidefinit: Die Matrix ist ps, wenn der Wert aller Hauptabschnittsdeterminanten positiv ist
· negativ semidefinit : In Analogie zu oben (Hauptabschnittsdeterminante negativ)
Beispiel:
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· Bilden der partiellen Ableitungen:
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· Hesse Matrix:
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, d.h. ebenfalls konkav, da Hauptabschnitts-

                                                             determinante negativ semidefinit

Ist die Hauptabschnittsdeterminante positiv (positiv semidefinit), so liegt bei den eingesetzten Punkten ein Minimum vor. Ist sie negativ semidefinit, so liegt ein Maximum im eingesetzten Punkt vor. Ändern sich die Vorzeichen, so gibt es keinen Extremwert in dem angegebenen Punkt.  Ob das stimmt, weiß ich nicht

Lineare Approximation

Der tatsächliche Änderungswert einer Funktion lässt sich wie folgt ermitteln:
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Approximationsformel, zur Näherung an den Funktionszuwachs:
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[image: image375.wmf]i

x

D

= Änderung, nicht gesamt.

Beispiel:
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       p1 und p2 = 2GE

Ableitungen:
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  nach Approximationsformel: 
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d.h. 
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 gibt die Änderung der gesamten Fkt. näherungsweise an, bei Veränderung der einzelnen Veränderlichen.

Beispiel: Der Preis p1 erhöht sich auf 2.3 GE und p2 auf 2.2 GE.
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 d.h. die Nachfrage sinkt um ca. 0.0367 ME.

Vollständiges Differenzial / partielles Differenzial

Partielle Faktorvariation: partielle Grenzerträge: isolierte Zuwächse: 

Es sollen die partielle Veränderungen einer Funktion ermittelt werden, wenn die Inputs um dX bzw. dY Einheiten geändert werden.

Beispiel:

Produktionsfunktion: 
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   A= Arbeitsinput, K= Kapitalinput

ändert man den Arbeitsinput, um dA Einheiten (K bleibt const), so ändert sich der   Output y um:
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  d.h. partielle Ableitungen bilden und mit 

Änderungsfaktor multiplizieren.  Bei einer vorgegebenen Faktorinputkombination von A=20 und K=10 ergeben sich folgende Werte:
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    dyA und dyK nennt man auch partielle Grenzerträge

wird jetzt der Arbeitsinput bspw. um 0.3 erhöht, so erhöht sich der Output y um 0,2297 * 0.3 Einheiten.

Vollständiges Differenzial / totale Faktorvariation

Ändert man gleichzeitig X um dX und y um dY, so erhält man als totale Outputänderung das vollständige Differenzial:
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Im obigen Beispiel:
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Wählt man nun z.B. dA=-0.3 und dK=0.1 (d.h. der Arbeitsinput wird um 0,3 Einheiten vermindert und gleichzeitig der Kapitalinput um 0,1 Einheiten erhöht, ausgehend vom Niveau A=20 und K010), so erhält man das totale Grenzprodukt:
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 d.h. der Output steigt um 0,115 Einheiten. Der Exakte Änderungswert ergibt:
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, d.h. Näherung ist sehr exakt.

Wichtig: Lineare Approximation und vollständiges Differenzial

Ist nach dem Verhältnis zweier Variablen gefragt, so muss die lineare Approximation, bzw. das vollständige Differenzial = 0 gesetzt und nach einer Variablen aufgelöst werden. (gibt dann das Verhältnis dieser beiden Variablen bei gleichem Niveau)

Beispiel: gegeben sei folgendes vollständige Differenzial:
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 bei einem Niveau von (a,x) =(0.1;10) gefragt ist jetzt, wie sich 
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 auswirkt, wenn 
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gegeben ist und der Output / oder Ertrag gleich bleiben soll. 
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   null gesetzt und jetzt nach 
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auflösen:
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d.h. x ändert sich um –1 Einheiten. Dasselbe wird angewendet, wenn beide Variablen nicht gegeben sind, aber das Verhältnis dieser beiden bei gleichem Funktionswert gesucht wird. Also Funktion = 0 setzten und nach einer Variablen auflösen.
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Für eine 
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 Funktion f, die in einer gewissen Umgebung des Punktes 
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stetige partielle Ableitungen 1. und 2. Ordnung besitzt, gilt die Formel:
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mit dem Restglied:
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Lineare Approximation:
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Restgliedformel R1:
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wobei 
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 (Zwischenstellen)

Lagerhaltungssysteme und Losgrößenoptimierung

Nur ein Auszug, Rest im Skript S. 42 Plesske

Begriffe:

	T
	Gesamtdauer
	[T]= Jahr, Quartal, Monat, Woche

	M
	Gesamtbedarf
	[M]= Mengeneinheit, Stück
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	Rüstkosten
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	[x]= Mengeneinheit, Stück
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	Losanzahl
	N=M/x in T produzierte Lose
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Gesamtkosten

Gesamtkosten = Gesamtlagerkosten + Gesamtrüstkosten

Gesamtkosten in Abhängigkeit der Losgröße:
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Ermittlung der lokalen Minimalstellen/ Andlersche Losgrößenformel
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              Losgröße           (M / Losgröße = Anzahl Serien)

Bilden des globalen Minimums:


[image: image411.wmf]T

M

K

K

x

K

K

R

L

*

*

*

*

2

)

(

0

min

=

=


optimale Anzahl der Serien:
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