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1. Simulationsarten

1.) statistische – dynamische

2.) kontinuierliche – diskrete

3.) deterministische – stochastische

2. Simulationstechniken

1.) Ereignisorientierte Simulation

Berechnung beim Auftreten von Ereignissen, unabhängig von der Zeit

2.) periodenorientierte Simulation

Berechnung im Abstand gleich großer Zeitintervalle
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3. Warteschlangensimulation 
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4. Allgemein (Ankunftsereignis Bedienungsende - Ereignis)
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5. Ereignisorientierte Simulation (allgemeiner Ablauf)
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6. Ereignisorientierte Simulation (Simulationstabelle)

	Simulationsende
	15
	15
	15
	15
	15

	Ankunft
	0.6
	0.7
	4.9
	4.9
	4.9

	Bedienungsende
	2.3
	2.3
	2.3
	3.1
	4.9

	
	
	
	
	
	

	Zustand
	1
	2
	3
	2
	1

	Simulationszeit
	0
	0.6
	0.7
	2.3
	3.1


Die zufälligen Größen, der jeweiligen Ankunfts- und Bedienende- Ereignisse sind in der Regel aus angegebenen Zufallsfolgen zu entnehmen.

Die 1. Spalte gibt den Anfangszustand wieder. Nun wird in jeder weiteren Spalte die Simulationszeit um die Zeit hoch gesetzt, welche am niedrigsten ist. Also tritt bspw. in spalte 2 die 0.6 als geringste Sim. Zeit auf, und wird deshalb um diesen Betrag hochgesetzt. Da die Zeile 1 nun „abgearbeitet ist, kann ein neues Ankunftsereignis errechnet werden. Da das Bedienende erst zur Zeiteinheit 2.3 stattfindet, wird im Zustand nur 1 hinzugezählt. Würde bspw. ein Bedienende Ereignis stattfinden, würde sich der Zustand (hier: Anzahl der Kunden ) um 1 verringern, wäre noch eine weitere Person in der Warteschlange, so könnte ein neues Bedienende Ereignis errechnet werden.

Die neuen Zeiten errechnen sich immer durch die Summe der neuen Ereigniszeit + die aktuelle Simulationszeit. 

Das ganze wird so lange durchgeführt, bis das Simulationsende die geringste Zeit in der Tabelle ausmacht.

7. Erzeugung von Zufallszahlen (Kongruenzmethoden)

7.1 Kongruenzmethode

Es gilt folgende Berechnungsvorschrift: 
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7.2 gemischte Kongruenzmethode

Es gilt folgende Berechnungsvorschrift: 
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wobei: Alles identisch zu oben, einzig der Verschiebungsfaktor c 

Bsp. a= 3; m = 7; 
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 Zufallszahlen aus dem Intervall [0,1] zu erhalten, muß jetzt noch dividiert werden:





[image: image19.wmf]m

x

z

i

i

=


Die Anzahl p = s – r der verschiedenen, periodisch wiederholten Zahlen wird die Periode des Zufallsgenerators genannt. 

Offensichtlich kann bei den Kongruenzmethoden die Periode höchstens gleich dem Modul sein.

Beste Wahl der Parameter : Skript Seite 25

8. Erzeugung von Zufallszahlen (Transformationsmethode)

8.1 Erzeugung von gleichverteilten Zufallsvariablen auf beliebigen Intervallen:
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Um die Werte von X zu erhalten werden [0,1] gleichverteilte Zufallszahlen z erzeugt. 

Im Fall der Gleichverteilung auf dem Intervall [a,b] gilt obige Gleichung. 

doublenormal(double a, double b)

{

   x=((float)rand())/32768)*(b-a)+a

   return x;

}

8.2 Exponentialverteilte Zufallszahlen
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Exponentialverteilte Zufallszahlen können mit der Transformationsmethode erzeugt werden. Dazu erzeugt man [0,1)- gleichverteilte Zufallszahlen, wobei 
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8.3 Erlang- verteilte Zufallszahlen
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Erwartungswert:  
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Jedes k ist durch eine spezielle Dichtefunktion bestimmt. Für k=1 ergibt sich die Dichtefunktion der Exponentialverteilung, für k > 30 entspricht die Erlang- Verteilung näherungsweise der Normalverteilung.

8.4 Normalverteilte Zufallszahlen
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wobei die Summe S von n unabhängigen [0,1) gleichverteilten Zufallsvariablen näherungsweise normalverteilt sind, mit 
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Da die Verteilungsfunktion nicht in geschlossener Form darstellbar ist, kann die Transformationsmethode nicht angewendet werden.

Eine günstige Wahl für n=12, da sich dann eine besonders einfache Formel ergibt. 

Zufallszahlengenerator, der normalverteilte Zufallszahlen liefert:

doublenormal(double a, double b)

{

  double s=0 ;

  for(int i=0 ; 1<12 ;i++)

     s+ = ((double) rand()) / 32768;

  return((s-6)*a+b);

}

8.5 Binomialverteilte Zufallszahlen

Um binomialverteilte Zufallszahlen zu erzeugen, erzeugt man zunächst n unabhängige Bernoullivariablen mit der gleichen Erfolgswahrscheinlichkeit p. Bernoullivariablen sind Zufallsvariablen, die nur Werte annehmen, wie 1 und 0. Die Erfolgswahrscheinlichkeit p gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit das Ereignis eintritt. Bernoullivariablen werden mit der Transformationsmethode erzeugt. 

Die Summe non n unabhängigen Bernoullivariablen, die jeweils die Werte 1 und 0 annehmen können mit der gleichen Erfolgswahrscheinlichkeit p, ergibt eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Parametern n und p.

int binomial (double p, int n)

{


int S=0 ;


double z ;


for(int i=0 ; i<n ;i++)


{


  z=((double)rand())/32768;


  if(z<p) s++ ;


}


 return S;

}

8.6 Poissonverteilte Zufallsvariablen

Poissonverteilte Zufallsvariablen kann man leicht aus exponentialverteilten Zufallsvariablen gewinnen:

Seien 
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 so lange, bis die Summe zum ersten Mal 1 übersteigt. Dann ist n eine poissonverteilte Zufallszahl mit Parameter 
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int poisson(double lamda)

{

   int n=0 ;

   double S = exp(lamda) ;

   double p = 1-((double) rand()) /RAND_MAX);
    while(p >= S)                                                         

    {


p *= random;

   
n++;

     }

     return n;

}

9. Die Lebensdauer von technischen Systemen

E(L) =  
mittlere Lebensdauer, mit Zufallsvariable L
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Die Ausfallrate eines technischen Systems ist definiert durch die Ausfallrat a(t). In der Einführungsphase bewirken Justiermängel oder Produktionsfehler eine höhere Ausfallrate. 

Danach folgt der Normalbetrieb. 

Schließlich steigt die Ausfallrate wieder an , sobald sich durch Verschleiß bedingte Alterserscheinungen bemerkbar machen.

Betrachtet man nur den Normalbetrieb, in der die Ausfallrate konstant ist, so kann man a(t) = a setzen und es gilt:

Im Normalbetrieb ist die Lebensdauer L exponentialverteilt mit Parameter a und es gilt:
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Beispiel:

Gegeben sei eine Menge gleichartiger Maschinen. Laufen sie im Mittel jeweils 125 Tage störungsfrei, dann ist die Ausfallrate a des Maschinentyps gegeben durch:
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9.1 Die Restlebensdauer von technischen Systemen (Skript Seite 49)
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10 Die Struktur technischer Systemen

Die Struktur lässt sich als seriell oder parallel beschrieben werden, wobei diese beiden Strukturformen beliebig tief verschachtelt werden können.

10.1 Seriensystem:

Ein Seriensystem ist genau dann intakt, wenn alle Komponenten intakt sind, bzw. defekt, wenn mindestens eine Komponente defekt ist.
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10.2 Parallelsysteme 

Ein Parallelsystem ist genau dann intakt, wenn mindestens eine Komponente intakt ist, bzw. defekt, wenn alle Komponenten defekt sind.
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11. Simulation von stochastischen Prozessen

Bei diskretem Zustandsraum lassen sich die direkten Zustandsübergänge mit Hilfe von sogenannten Zustandsgraphen veranschaulichen. Dies sind gerichtete Kanten, bei denen die Knoten die Zustände des Zustandsraumes und die Kanten die möglichen direkten Zustandsübergänge darstellen.

11.1 Markovprozesse, Kombinationstabelle, Zustandsübergangsmatrix, Zustandsgraphen

Wenn für die Zustandsübergänge eines stochastischen Prozesses die Vorgeschichte keine Rolle spielt, so hat der Prozess die sogenannte Markoveigenschaft und wird als Markovprozess bezeichnet. 

Beispiel: Gegeben sei ein Parallelsystem M1, das aus zwei Komponenten K1 und K2 und einer Reparaturstation R besteht.
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Jede der Komponenten K1 und K2 ist in genau einem der Zustände I (intakt) R (defekt und in Reparatur), W (defekt und wartend)

In der folgenden Tabelle sind die möglichen Kombinationen von Zustanden für K1 und K2 aufgeführt, wobei die nichtauftretenden Fälle rot gekennzeichnet sind:

	K1
	I
	R
	I
	R
	W
	W
	W
	I
	R

	K2
	I
	I
	R
	W
	R
	W
	I
	W
	R

	Zusammen
	II
	RI
	IR
	RW
	WR
	
	
	
	

	Zugewiesener Wert:
	0
	1
	2
	3
	4
	
	
	
	


Es kann nun eine (n x n) Matrix erstellt werden, welche die direkten, möglichen Zustandsübergänge enthält. Falls ein direkter Zustandsübergang i in j möglich ist, so wird an der Stelle (i,j) eine 1 eingetragen, andernfalls ein 0:

	
	
	II
	RI
	IR
	RW
	WR

	
	
	J=0
	1
	2
	3
	4

	II
	I=0
	0
	1
	1
	0
	0

	RI
	1
	1
	0
	0
	1
	0

	IR
	2
	1
	0
	0
	0
	1

	RW
	3
	0
	0
	1
	0
	0

	WR
	4
	0
	1
	0
	0
	0


Nun kann der Zustandsgraph aufgezeichnet werden, der folgende Gestalt hat:
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11.1.2 Ereignisorientierte Simulation von stochastischen Prozessen (Bsp.   Markovprozess)

Eine Ereignisorientierte Simulation mit der entsprechenden Simulationstabelle ist im Skript S. 68 zu finden. (zu. o.g. Bsp.)

Ist die Verteilung der Ankunftsabstände und der Bedienzeiten exponentialverteilt, so liegt ein Markovprozess vor.

Die zu erstellende Zeitentabelle funktioniert im „Wettbewerbsverfahren“. Welche Maschine (o.g. Bsp.) fällt zuerst aus: zähle Simulationszeit um Ausfallzeit hoch. In nächster Spalte Reparatur Ende zeit der Maschine eintragen und mit Ausfallzeit anderer Maschine vergleichen. Zähle Simulationszeitzeit um den Betrag der kürzeren Zeit hoch. Arbeite sequentiell alle Zeiten aller Maschinen ab. Beachte hierbei, welche Maschine läuft und welche nicht, benutze dem entsprechend Ausfall- , oder Reparaturzeit; berücksichtige Wartezeiten.

11.1.2.1 Identitätsgraphen der ereignisorientierten Simulation

Die Zustände und Zustandsübergänge eines (homogenen) Markovprozesses mit diskretem Zustandsraum lassen sich besonders anschaulich mit Hilfe von Intensitätsgraphen darstellen.

Dazu setzen wir voraus, dass die Lebensdauern (o.b. Bsp.)  L1, L2 der Komponenten K1, bzw. K2, 
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11.1.3 Periodenorientierte Simulation von stochastischen Prozessen (Bsp. Markovprozess)

Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten, die an den aus einem Zustand wegführenden Pfeilen stehen, ergeben 1, denn es müssen alle Möglichkeiten erfasst sein. 

11.1.3.1 Übergangsgraphen der periodenorientierten Simulation

Übergangsgraphen von (homogenen) Markovprozessen mit diskretem Zustandsraum haben eine ähnliche Struktur, wie Identitätsgraphen. Allerdings werden bei Übergangsgraphen nicht nur die direkten Übergänge dargestellt, sondern es werden alle Übergänge berücksichtigt, die in einer vorgegebenen Zeiteinheit möglich sind. (Also ist auch ein Pfeil in sich selbst möglich, bzw. nötig, da es sein kann, dass in der vorgegebenen Zeit nichts passiert)

Die Summe der aus den Zuständen wegführenden Pfeilen muss 1 ergeben.

Der folgende Graph stellt den Übergangsgraphen eines Markovprozesses mit Zustandsraum E={0,1,2} dar:
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11.1.3.2 Übergangsmatrix

Der Übergangsgraph eines homogenen Markovprozesses ist eindeutig durch die sogenannte Übergangsmatrix charakterisiert:
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   zu obigem Beispiel ergibt sich dann: 
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11.1.3.3 Durchführung der periodenorientierten Simulation

Sei i ein augenblicklicher Zustand, dann müssen als nächster Zustand alle Zustände berücksichtigt werden, zu denen ein Pfeil von i hinführt. Da die Summe der einzelnen Übergangswahrscheinlichkeiten 1 ergibt, kann man zur Simulation ein „Wahrscheinlichkeitsstrahl“ erstellen, anhand die einzelnen Folgezustände eindeutig zugeordnet werden könne. 

Nun muss noch eine gleichverteilte Zufallszahl ermittelt werden, um diese Zahl zuordnen zu können:

Bsp.: Zustand 2 ( siehe Übergangsgraph Seite 10)
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Hätte bspw. der Zufallsgenerator die Zahl 0.22 geliefert, so würde sich der Zustand ändern, bei bspw. 0.67 würde der Zustand bleiben (je nach dem in welches Intervall die Zahl fällt).

12. Statistische Auswertung von Simulationsergebnissen

Bestimmung von Erwartungswerten 

12.1 Das Ensemblemittel (arithmetisches Mittel):
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11.1 Das Zeitmittel
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12.2 Statistische Analyse von M1 (Kap. 11.1 Seite 8)

Fragestellungen, die durch eine ereignisorientierte Simulation festgestellt werden können:

1.) Wie viel Prozent einer vorgegebenen Laufzeit ist das System M1 defekt?

Das System ist defekt, wenn beide Komponenten defekt sind (Parallelsystem)

So ergibt sich aus der Tabelle, eine Defektzeit von 0.2 Zeiteinheiten. (RW oder WR)

So das sich das Zeitmittel:
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   ergibt.

Somit war das System zu 2 Prozent defekt.

2.) Wie groß ist die durchschnittliche Auslastung der Reparaturstation?

Die Reparaturstation ist in den Zuständen: RI, IR, RW, WR in Betrieb, somit ergibt sich:
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Somit war die Reparaturstation zu 79 Prozent ausgelastet.   

(wobei die 10 für die durchgeführte Simulationszeit steht.  (Siehe Skript S. 68 Simulationstabelle)

13. Mathematische Beschreibung von Markovprozessen

13.1 Irreduzible Markovprozesse (Skript Seite 88)

· absorbierende Zustände

· keine stationäre Phase

· Transient: Prozess geht in eine Klasse hinein und kommt auch wieder heraus

· Rekurrent: Prozess kommt nicht mehr aus der Klasse heraus

· Ein absorbierender Zustand bildet für sich eine rekurrente Klasse

· Gegenseitig erreichbar: betrachtet man zwei oder mehrere Knoten, und kann man jeweils den anderen über einen Pfeil erreichen, so sind sie gegenseitig erreichbar

· Erreichbar: die Erreichbarkeit funktioniert nur in eine Richtung, aber nicht zurück

13.2 Input / Output- Analyse

Gegeben sei folgender Identitätsgraph:
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wobei    
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Die Input / Output Analyse dieses Graphen liefert die folgenden Gleichungen:

Für Zustand II:   
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Für Zustand RI:            
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Für Zustand IR:  
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Für Zustand RW: 
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Nun kommt noch die Normierungsgleichung hinzu:
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somit kann das Gleichungssystem aufgelöst werden.

Vorgehensweise: Wahrscheinlichkeiten (p0, p1,...,pn) unter die einzelnen Zustande schreiben und beim Input die Werte der Pfeile mit den einzelnen Wahrscheinlichkeiten multiplizieren und die Summe daraus bilden.

Beim Output die entsprechenden Werte der ausgehenden Pfeile mit der Wahrscheinlichkeit des Zustandes multiplizieren und die Summe daraus bilden.

13.3 Vorteile bzw. Nachteile der mathematischen Verfahren, Simulationsverfahren bei Warteproblemen:

              Mathematische Verfahren:

· umfangreiche Theorie für solche Systeme vorhanden

· Sinnvoll für komplexes Wartesystem zunächst für einfache math. behandelbare Wartesituationen durchspielen, dann können math. berechnete Größen mit den durch Simulation ermittelten Größen verglichen werden. Stimmen diese nicht überein, so ist das Simulationsmodell fehlerhaft und es muss korrigiert werden.

· Ermöglicht erste Annäherung an zu bestimmende Größen

· Berechnung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen

· Geeignet zur Berechnung von Werten, Größen, nicht für Abläufe

Simulation:

· quantitativ: Größen sind nicht immer wichtig, nur der Ablauf ist interessant, z.B. Ereignisroutinen

· Simulationsmodell könnte falsch sein, erfährt man nur über entsprechende mathematische Verfahren

14 Simulation von Warteschlangensystemen 
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= 
durchschnittliche Wartezeit
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= 
durchschnittliche Verweilzeit
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= 
durchschnittliche Länge der Warteschlange
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= 
durchschnittliche Anzahl von Elementen im Gesamtsystem

14.1 Klassifikation von Warteschlangensystemen

Warteschlangensysteme werden aufgrund der folgenden Notation angegeben (Kendal Notation):

A/B/c/n/v/s

A 
= 
Verteilung der Ankunftsabstände

B 
= 
Verteilung der Bedienzeiten

C
 = 
Anzahl der Bedienstationen

n 
= 
Systemkapazität

v 
= 
Anzahl der möglichen Kunden

s 
= 
Warteschlangendisziplin

wobei:

A, B :

 M Exponentialverteilt  (Markov)



 G generelle Verteilung



 D deterministische (konstante) Verteilung



 
[image: image71.wmf]k
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 Erlang- k- Verteilung

c: 

Es sind endlich viele Bedienstationen zugelassen

n:

maximale Anzahl der Elemente im System

v:

möglicher Kundenvorrat (endlich / unendlich)

s:

Strategie der Warteschlangendisziplin 



FIF, LIFO, PRIO (Auswahl gemäß PRIOritäten), SIRO



(Service in Random Order)

Ist der Kundenvorrat unendlich, und die Disziplin FIFO, so schreibt man: A/B/c/n

Ist zusätzlich die Systemkapazität unendlich schreibt man:


A/B/c

14.2 Verkehrsdichte und Auslastung

Ankunftsrate:       
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Bedienrate:          
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Verkehrsdichte:  
[image: image74.wmf]m

l

=

=

)

(

)

(

A

E

B

E

u


Auslastung :        
[image: image75.wmf]m
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         c= Anzahl Bedienstationen

Bemerkungen:

1.) ist c = 1, so sind Verkehrsdichte und Auslastung identisch

2.) ist p < 1, so beschreibt die Verkehrsdichte u die durchschnittliche Anzahl von arbeitenden Bedienstationen. Es gilt: u < c.

Warteschlange wächst nicht ins unendliche, insbesondere stationäres Verhalten

3.) ist p = 1 und werden die Elemente gleichmäßig auf die Bedienstationen verteilt, so beschreibt p den durchschnittlichen prozentualen Zeitanteil, in dem jede der Bedienstationen belegt ist. 

4.) Ist p > 1, dann kommen im Durchschnitt pro Zeiteinheit mehr Elemente an, als von den c Bedienstationen abgefertigt werden können. 

D.h. Warteschlange wächst ins unendliche, kein stationäres Verhalten

Mögliche Fragestellung zur Auslastung:

Bsp: Wie viele Bedienstationen mit einer durchschnittlichen Bedienzeit von 0,6 Zeiteinheiten sind nötig, um einen Ankunftsstrom von 7 Elementen pro Zeiteinheit bewältigen zu können?

Es gilt: 
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 dann ist p < 1, falls c > 4.2, d.h. es sind mindestens 5 Bedienstationen erforderlich.

14.3 Das Gesetz von Little

Es stellt den Zusammenhang zwischen der durchschnittlichen Anzahl von Elementen im System L und der durchschnittlichen Verweilzeit W bei der Ankunftsrate 
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 her und gilt für alle Warteschlangensysteme, die ein statistisches Gleichgewicht erreichen:





[image: image80.wmf]W

L

*

l

=





W = Verweilzeit, L = Anzahl Elemente im System

14.4 Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten pi

14.4.1 M/M/1/n- Systeme

Identitätsgraph:     
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Input – Output Gleichung:
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Spezialfall i = 0

Input – Output Gleichung:
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insgesamt    
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Formel für Wahrscheinlichkeiten 
[image: image102.wmf]i

p

 (für 
[image: image103.wmf]1

¹

r

) (stationäre Verteilung):






[image: image104.wmf]1

1

1

+

-

-

=

n

i

i

p

r

r

r







[image: image105.wmf]
14.4.2. M/M/1 – Systeme
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15 Bestimmung der Größen  
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= durchschnittliche Anzahl der Elemente im Gesamtsystem
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15.1 M/M/1/n – Systeme (beschränkte Anzahl der Elemente im Gesamtsystem)
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15.2 M/M/1- Systeme (unbeschränkte Anzahl Elemente im Gesamtsystem)
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15.3 M/G/1- Systeme (Bedienzeiten generell verteilt, unbeschränkte Anzahl im Gesamtsystem)

mit 
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mit E(A)= Erwartungswert der exponential verteilten Ankunftsrate 
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E(B) = Erwartungswert der Bedienzeiten 
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15.4 M/M/2- Systeme (unbeschränkte Anzahl, 2 Bedienstationen)
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16  Simulation von Lagerhaltungssystemen

16.1  Lagerhaltung gemäß einer (S,s)- Politik

S = Richtbestand

s = kritischer Wert im Lagerbestand

Lagerbestände können negativ werden. Diese werden im Regelfall als Vorbestellung aufgefasst und bei der nächsten Lieferung ausgegeben. 

Ist der Lagerbestand bei einer Inspektion negativ, so ergibt sich die Bestellmenge aus dem negativen Bestand + Richtbestand.

Die jeweils aktuelle Menge von bestellten aber noch nicht gelieferten Artikeln heißt Bestellbestand. Ist der Bestellbestand vor einer Inspektion noch nicht durch ausreichende Lieferungen abgebaut worden, so wird die neue Bestellmenge um den aktuellen Bestellbestand vermindert.

Als Ereignistypen treten die folgenden Ereignistypen auf:

1.) Nachfrage

2.) Inspektion

3.) Lieferung
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17. Simulation von Warteschlangensystemen

17.1. serielle Produktionslinie
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