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1. Statistik Begriffe

1.1 Reelwertige Zufallsvariable

Ordnet man bspw. Beim Münzwurf dem Wappen die Zahl 0, und der Zahl 1 zu, so schreibt man kurz für die Wahrscheinlichkeit der Ereignisse: 

Wappen : P[X=0] = 0,5

Zahl       : P[X=1] = 0,5

1.2 Diskrete Zufallsvariable

Die Zufallsvariable ist diskret, falls 
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1.2.1 Verteilungsfunktion einer diskreten Zufallsvariable
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Beispiel Würfel   x(i),     i=1,2,....,6                 
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2. Beispiel:   Beschreibe das Auftreten von Wappen (X) bei 5 maligem Münzwurf:

     X=0,1,2,3,4,5

    Verteilungsfunktion: 
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1.3 stetige Zufallsvariable

Eine Zufallsvariable heißt stetig, wenn eine nichtnegative, integrierbare Funktion f existiert,, so dass für ihre Verteilungsfunktion F die Integraldarstellung:
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gilt. Die Funktion f heißt Dichte der stetigen Zufallsvariablen X.

Beispiel:

                                      


                                       a         b

      -   
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        f ist != 0 für alle Werte der reelen Zahlen

· f ist integrierbar

· 
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Es muß gelten: 
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1.4 Dichtefunktionen

Eine Dichtefunktion ist 

· stetig

· hat keine negativen Werte




                                            Fläche A ist 1    

    ½                 ½   




                      0                1




         Fläche B ist 1

Verteilung ( ist im Beispiel A und B gleich

Erwartungswert 
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 ist bei B im Gegensatz zu A verschoben.

Die Dichte einer Funktion ist die Fläche der Funktion f(x), also 
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1.4.1  Dichtefunktion und Normalverteilung
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            (Dichtefunktion einer 
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Normalverteilung mit Erwartungswert ( und Varianz 
[image: image20.wmf]2

s

.

( = Erwartungswert


[image: image21.wmf]2

s

= Varianz                           

( = Standartabweichung

N(0,1)- Verteilung

d.h.  ( = Erwartungswert = 0;
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1.5 Eigenschaften stetiger Zufallsvariablen // Dichtefunktion
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               Die Fläche unter der Funktion, also die Dichte 

 bei einer stetigen Zufallsvariablen ist 1.

1.6 Wahrscheinlichkeit, dass die stetige ZV x Werte in einem bestimmten Bereich annimmt 

X sei stetige Zufallsvariable mit der Dichtefunktion f, für beliebige Zahlen a,b, ( R gilt dann:
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1.7 Wahrscheinlichkeit dafür, dass die stetige ZV x Werte größer als eine vorgegebene Konstante annimmt:
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1.8 Erwartungswert einer stetigen Zufallsvariablen
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1.9 Varianz einer stetigen Zufallsvariablen
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1.10 Standardabweichung
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1.11 Dichte einer Zufallsvariablen Y=a*X+b wobei a!= 0 und X Zufallsvariable mit Dichte f
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1.12 Stetige zweidimensionale Zufallsvariable

Der Vektor
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heißt unabhängige zweidimensionale Stichprobe vom Umfang n zum Merkmal (X,Y), wenn die Stichprobenpunkte 
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 Realisierungen von n (unabhängigen) Zufallsvektoren (Xi, Yi) sind, die alle die gleiche Verteilung wie das Merkmal (X,Y) haben.

1.12.1  Empirischer Mittelwert der zweidimensionnalen Stichprobe
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1.12.2 Empirische Streuungen einer zweidimensionalen Stichprobe
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1.12.3  Kovarianz für den Zusammenhang zwischen den x- und y- Werten
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1.12.4  gemeinsame Dichte zweidimensionaler Zufallsvariablen
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Eine gemeinsame Dichte von X und Y, d.h. eien zweidimensinoale Dichte von (X,Y) ist eine nichtnegative Funktion f(x,y), die folgende Integraldarstellung erlaubt
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1.12.5 Verteilungsfunktion einer diskreten zweidimensionalen Zufallsvariablen



                                     y-Achse

               (0,1)                               (2,1)


         


       





                         (1,0)                             x- Achse

1.13 Spezielle stetige Verteilungen

1.13.1 gleichmäßige Verteilung

  z.B. Dichtefunktion    f(x)={
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Dichte :    
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           Wichtig: Eine in [a,b) gleichmäßig  verteilte Zufallsvariable hat 
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1.13.2 Exponentialverteilung

 F(x)={ 
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e

x

l

l

-

£

*

0

.......

0


Exponentialverteilung mit dem Parameter (
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1.13.3 allgemeine - Normalverteilung

  Es seien ( ( R und (>0 zwei beliebige Zahlen.

Eine (stetige) Zufallsvariable X heißt normalverteilt mit den Paramtern ( und 
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Kurz ((,
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)- verteilt, wenn  X die Dichte:
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        besitzt.

Auch Gaussi Kurve genannt.
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            Erwartungswert                              
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1.13.4  N(0,1)- Verteilung

Eine mit Parametern ( = 0 und 
[image: image54.wmf]2
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=1 normalverteilte Zufallsvariable heißt standardnormalverteilt. Die Dichte und Verteilungsfunktion der N(0,1)- Verteilung seien speziell mit:
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Wichtig: Unabhängig von der Wahl der Parameter ( und 
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 gelten für jede normalverteilte Zufallsvariable X die folgenden Regeln:
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1.13.5 Die Poisson- Verteilung

Für eine Gift- verteilte Zufallsvariable X gilt:
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1.13.6 Studentsche t- Verteilung

Für eine 
[image: image59.wmf]m

t

verteilte Zufallsvariable X mit m > 2 (Freiheitsgrade) gilt:

E(X)=0,           Var(X)=
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1.13.7 
[image: image61.wmf]2

c

- Verteilung
Es sei m eine beliebige natürliche Zahl.

Eine (stetige) Zufallsvariable X heißt 
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- verteilt, mit m Freiheitsgraden 

(kurz: 
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mit f(x)=0 für x=<0besitzt.  Dabei ist Km eine Normierungskonstante.

Die zugehörige Verteilungsfunktion sei mit 
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Für eine 
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 Zufallsvariable gilt:

E(X)=m            Erwartungswert

Var(X)= 2m     Varianz

1.13.8  Die F- Verteilung

Es seien 
[image: image67.wmf]1
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 und 
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zwei beliebig natürliche Zahlen.

Eine (Stetige) Zufallsvariable X heißt F- verteilt mit 
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 und 
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 Freiheitsgraden,

(kurz: 
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mit f(x)=0 für x<=0 besitzt. Dabei ist 
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Die zugehörige Verteilungsfunktion sei mit 
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Für eine 
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2. Kapitel

2.1 Stichprobe vom Umfang n zum Merkmal (=Zufallsvariable) X

Es sei X eine Zufallsvariable. Von den Zufallsvariablen 
[image: image78.wmf]n
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 werde vorausgesetzt, dass sie unabhängig seien und alle die gleiche Verteilung wie X besitzen.

Wenn die Zahlen 
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 Realisierungen der Zufallsvariablen Xi sind (i=1,2,...,n), dann stellt der Vektor:
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eine (unabhängige) Stichprobe vom Umfang n zur Zufallsvariablen X dar.

Ist das Merkmal (Zufallsvariable) im besonderen normalverteilt, so sprechen wir auch von einer Stichprobe aus einer normalverteilten Grundgesamtheit.
2.2 Schätzwerte für den Mittelwert und die Varianz

die reele Zahl:
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     heißt Mittelwert der Stichprobe (oder empirischer Wert)

Näherung an (.

Die nichtnegative reele Zahl:
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  heißt Varianz und deren Wurzel s Standardabweichung der Stichprobe (oder empirische Varianz, empirische Standardabweichung)

Näherung an 
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2.3 Stichprobenfunktion  
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 sind aus den Zufallszahlen 
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 gebildet, sie können von daher selber als Zufallsvariablen aufgefasst werden.

Die Zufallsvariablen besitzen alle die gleiche Verteilung. Sie sind ((,
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) verteilt. 
Somit sind die empirische Varianz und der empirische Mittelwert ebenfalls Zufallswerte.

Somit ergibt sich:
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      (Groß X, und Groß S, stehen für die Zufallsvariablen)

2.4 Erwartungswert / Varianz von 
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Es sei X eine Zufallsvariable mit dem Erwartungswert ( und der Varianz 
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Die Stichprobenfunktion 
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2.5 Erwartungswert und Varianz von 
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     Es sei X eine normalverteilte Zufallsvariable, mit dem Erwartungswert ( und der Varianz     
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3. Kapitel Testverfahren

3.1 Statistisches Verfahren I 

Signifikanztests für eine Wahrscheinlichkeit p
1.) Bestimme den Typ des vorliegenden Hypothesenpaares.

Wähle eine Signifikanzzahl (>0.

	Typ
	H0
	H1
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3.) Erhebe unabhängige Stichprobe vom Umfang n

Bestimme die relative Erfolgshäufigkeit x in der Stichprobe.
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4.) Ermittle die kritischen Werte c bzw. die kritischen Werte 
[image: image107.wmf]o

u

c

c

,


5.) Bestimme die Prüfgröße 
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6.) Lehne 
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 ab, falls v die in der 2. Tabelle Bedingungen erfüllt.

Andernfalls lautet das Testergebnis: 
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 kann nicht abgelehnt werden..

3.2 Statistisches Verfahren II

Testen von Hypothesen über den Erwartungswert ( eines normalverteilten Merkmals

Mittelwert 
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bekannt

1) Bestimme den Typ

	      Typ
	H0
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3.) Wähle eine Signifikanzzahl (>0.

4.) Erhebe unabhängige Stichprobe vom Umfang n

Bestimme den empirischen  Mittelwert x i
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[image: image158.wmf]å

=

=

n

i

i

x

n

x

1

_

1

   

5.) Kritischen Wert (c) bestimmen

	( - bekannt -> Gauß-Test
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	( - unbekannt -> t-Test
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6.) Bestimmung der Prüfgröße v
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7.) Ablehnung/Annahme von H0 siehe Tabelle

3.3 Statistisches Verfahren III

Konfidenzintervall für den Mittelwert ( eines normalverteilten Merkmals

1.) Gib den Typ des zu bestimmenden Konfidenzintervalls an.

	Typ
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2.) Wählen bzw. Festlegung einer Konfidenzzahl ( > 0 (häufig 0,95 bei Typ 0,

       0,975 bei Typ 1,-1), entspricht 95 bzw. 97,5 %

3.) Unabhängige Stichprobe vom Umfang n erheben und 
[image: image174.wmf]_

x

bestimmen

        
[image: image175.wmf]å

=

=

n

i

i

x

n

x

1

_

1

                       ( - unbekannt:  
[image: image176.wmf]å

=

-

-

=

n

i

i

x

x

n

s

1

2

_

)

(

*

1

1



4.) 

	Typ
	( - bekannt 
	( - unbekannt 

	1
	
[image: image177.wmf]g

=

F

)

(

c


	
[image: image178.wmf]g

=

-

)

(

1

c

t

n



	-1
	
[image: image179.wmf]g

=

F

)

(

c


	
[image: image180.wmf]g

=

-

)

(

1

c

t

n



	0
	
[image: image181.wmf]2

1

)

(

g

+

=

F

c


	
[image: image182.wmf]2

1

)

(

1

g

+

=

-

c

t

n




5.) Errechne das empirische Konfidenzintervall (siehe Tabelle).

3.4 Statistisches Verfahren VII 

Testen von Hypothesen über den Mittelwert ( eines beliebig verteilten Merkmals und Bestimmung eines approximativen Konfidenzintervalls für (
1) Bestimme den Typ

	Typ
	H0
	H1
	Konfidenzintervall
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2) Wähle eine Signifikanzzahl 
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3) Für eine großen Stichprobenumfang n näherungsweise 
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4) Erhebe unabhängige (ohne zurücklegen) Stichprobe mit großem Umfang. Bestimme: 



[image: image225.wmf]å

=

=

n

i

i

x

n

x

1

_

1

 
 
[image: image226.wmf]å

=

-

-

=

n

i

i

x

x

n

s

1

2

_

)

(

*

1

1


5) Bestimme c:
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6)  Bestimme die Prüfgröße v: 
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=>Lösungen sind approximative Werte

7) Vergleiche v und c:

Ablehnung von H0:

v>c

bei Typ 1

v<=c

bei Typ -1

|v|>c

bei Typ 0

3.5 Statistisches Verfahren IX

Der 
[image: image231.wmf]2
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 - Anpassungstest  Bei vollständig vorgegebener Verteilung

Großer Stichprobemumfang n

1.) Das Merkmal X besitze den Wertebereich W(X). Zu testen sind die Hypothesen 
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Dabei ist K entweder eine vollständig vorgegebene Verteilung oder eine von mindestens einem unbekannten Parameter abhängige Verteilungsklasse. Die Anzahl unbekannter Parameter sei (. (z.B. 
[image: image234.wmf]_

x

 für (, oder s für (; wurde ein Wert geschätzt, ist (=1 usw.)
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2.) Tabelle bilden

	Klasse j
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                      bei positiven Werten

!!!!! Überprüfe ob für alle 
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 >5 erfüllt ist. Falls dies nicht so ist: Fasse geeignete Zerlegungsklassen zusammen, nummeriere diese mit I1,I2,....,I( neu durch und bestimme erneut die Zahlen hj und 
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Es sei ( die neu Anzahl der Zerlegungsklassen. 

3.) Ermittle den kritischen Wert c näherungsweise als Lösung der Gleichung


[image: image249.wmf]0

2

1

)

(

1

)

(

a

c

h

x

-

=

-

-

c

 
(=Klassenanzahl, (=unbekannter Parameter

4.) Berechne die Prüfgröße 
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5.) Lehne H0 ab, falls v>c

3.6 Statistisches Verfahren XIII

Vergleich der Mittelwerte zweier normalverteilter Merkmale X und Y

· abhängige Merkmale

· zweidimensionale (verbundene) Stichprobe

1.) Bestimme den Typ des Hypothesenpaares 

	Typ
	H0                   
	H1

	1
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2.) Wähle eine Signifikanzzahl 
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3.) Erhebe eine unabhängige Stichprobe vom Umfang n:
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4.) Bestimme den  Vektor 
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5.) Berechne:
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6.) Ermittle den kritischen Wert c

	Typ
	Bestimmungsgleichung für c

	1
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7.) Berechne die Prüfgröße
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8.) Ablehnung von Ho, wenn angegebene Bedingung erfüllt:

	Typ
	Ablehnung von 
[image: image266.wmf]0

H



	1
	 V > C

	-1
	 V < -C

	0
	 |V| > C


3.7 Statistisches Verfahren XIV

Der (2- Unabhängigkeitstest

· großer Stichprobenumfang

1.) Es seien W(X)={1,2,......,
[image: image267.wmf]x

x

} und W(Y)={1,2,....., 
[image: image268.wmf]y

x

}.

Zu testen sind die Hypothesen:

  Ho: X und Y sind voneinander unabhängig

  H1: Es besteht eine Abhängigkeit

Wähle eine Signifikanzzahl 
[image: image269.wmf]0
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2.) Erhebe eine unabhängige zweidimensionale Stichprobe vom Umfang n:

       
[image: image270.wmf]))

,

),.....(

,

(

),

,

((

2

2

1

1

n

n

y

x

y

x

y

x


      Bestimme die Anzahlen hij der Stichprobenpunkte mit Ausprägung (i,j) und 

      ordne diese in einer Kontigenztafel an.

Beispiel:

	                             Y=j

X=i


	Infarkt
	Kein Infarkt
	Hi*

	Aspirin              0
	12
	704
	716

	Kein Aspirin     1
	10
	210
	220

	H*j
	22
	914
	936


3.) Berechne die Spalten und Zeilensummen:

     
[image: image271.wmf]å

å

=

=

=

=

x

i

ij

j

y

j

ij

i

h

h

und

h

h

x

x

1

*

1

*


4.) Überprüfe, ob für alle i,j die Bedingung 
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5.) Ermittle den kritischen Wert c näherungsweise als Lösung der Gleichung
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6.) Berechne die Prüfgröße
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7.) Lehne H0 ab, falls v > c.                         Bsp. Siehe folgende Seite =>

	                             Y=j

X=i


	Infarkt
	Kein Infarkt
	Hi*

	Aspirin              0
	12
	704
	716

	Kein Aspirin     1
	10
	210
	220

	H*j
	22
	914
	936


Zu 4.) Ermittlung der Kontrollsummen:
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im Beispiel:   

	                             Y=j

X=i


	Infarkt
	Kein Infarkt
	Hi*

	Aspirin              0
	16,8
	699
	716

	Kein Aspirin     1
	5,17
	214,8
	220

	H*j
	22
	914
	936


 da alle Werte größer 5 sind ist die Bedingung erfüllt, wenn nicht, muss die    entsprechende Zeile mit der anderen „summiert“ werden.

Zu 5.)  Xm=2,       Ym=2

Zu6.)    
[image: image277.wmf].
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Wichtig : Differenz im Zähler ins Quadrat nehmen

3.8 Regressionsgerade, Regressionsparabel, emp. Kovarianz, emp. Korrelationskoeffizient

· gegeben: zweidimensionale Stichprobe 
[image: image278.wmf]))

,

(

),.....,

,

(

),

,

((

2

2

2

1

n

n

y

x

y

x

y

x


3.8.1 Die empirische Regressionsgerade

Regressionsgerade = Gerade(lineare Funktion einer Variablen), die sich einer Wolke von Stichprobenpunkten (Wertepaare in der Ebene) in einem gewissen Sinne optimal anpasst.

Als Kriterium für optimales Anpassen wird die Minimierung der Summe der „vertikalen“ Abstandsquadrate (Punkt- Gerade) gewählt.

(Methode der kleinsten Quadrate)

· Regressionsgerade, allgemein: 
[image: image279.wmf]b
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· a ( Steigung), unbekannt

· b(Achsenabschnitt), unbekannt

Aufgabenstellung:  n Stichprobenpaare 
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minimal ausfällt. Das ist der Fall, wenn für die Koeffizienten a und b (a Steigung, b Achsenabschnitt) gilt:
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     (Mittelwerte der Stichproben)

3.8.2 Empirische Kovarianz

Sei 
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 eine zweidimensionale Stichprobe.

Die reele Zahl:
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heißt empirische Kovarianz 

3.8.3 empirischer Korrelationskoeffizient
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Für den emp. Korrelationskoeffizient 
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 gilt:

- stark korreliert für:      
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,   es ist 
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= +/-1 genau dann, wenn alle Stichpunkte  auf einer Geraden liegen.

Für die Steigung der emp. Regressionsgeraden gilt: 
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  (Synonym zu oben)

Wichtig: Ist die Steigung positiv, ist auch rxy positiv und umgekehrt.
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